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1. Introducéo

O presente trabalho, trata sobre o desenvolvimento do projeto de extensao
Promat (Programa de Acesso e de Permanéncia de Estudantes da Rede Publica de
Ensino em Universidades Publicas), sendo este realizado durante o Estagio
Supervisionado do Curso de Licenciatura em Matematica na disciplina de Metodologia
e Pratica de Ensino: Estagio Supervisionado Il, da Universidade Estadual do Oeste do
Parana.

Neste trabalho, esta contido como foi desenvolvido o Promat, desde o
cronograma com os conteudos aplicados em cada encontro, os planos de aula,
abordando as metodologias, até os relatorios, em que estdo descritos como ocorreu
o desenvolvimento de cada aula e nosso ponto de vista sobre o encontro.

O projeto foi aplicado em 10 encontros aos sabados de manha, no periodo de
02 de margo de 2024 a 11 de maio de 2024, exceto o dia 30 de margo de 2024, por
ser recesso no calendario académico. Durante este periodo obtivemos muitos

aprendizados e desafios, aprimorando cada vez mais a nossa pratica docente.



2. Promat

O Programa de Acesso e de Permanéncia de Estudantes da Rede Publica de
Ensino em Universidades Publicas — Promat € desenvolvido na Universidade Estadual
do Oeste do Parana — Unioeste, no Campus de Cascavel. Nele, sao disponibilizados
conteudos de Matematica da Educacao Basica, especialmente aqueles exigidos no
Exame Nacional do Ensino Médio — ENEM e em outros exames seletivos como
vestibulares, sendo como “curso preparatério de Matematica”. O objetivo principal é
reforcar conceitos matematicos fundamentais que possam ndo ter sido
completamente compreendidos durante o periodo escolar.

O projeto foi idealizado com o intuito de promover agdes para auxiliar os
estudantes ao acesso a universidade, assim como um meio que busca manter a
permanéncia na Unioeste os académicos de cursos de graduagdo do Centro de
Ciéncias Exatas e Tecnoldgicas — CCET da instituicdo, especialmente os académicos
do Curso de Licenciatura em Matematica. Consta de duas fases: a primeira esta
relacionada a disciplina de Metodologia e Pratica de Ensino de Matematica — Estagio
Supervisionado | do curso de Matematica, que tem como foco os conteudos do Ensino
Fundamental |lI, enquanto a segunda relaciona-se a disciplina de Metodologia e
Pratica de Ensino de Matematica — Estagio Supervisionado Il, com a abordagem de
conteudos do Ensino Médio.

O presente relatorio diz respeito a uma edicdo da segunda fase, voltada para
os alunos do Ensino Médio, bem como para os académicos matriculados em um dos
cursos de graduagdo do CCET, em um formato de “curso de nivelamento” em
disciplinas basicas presentes nesses cursos.

As aulas sdo conduzidas por estudantes do Curso de Licenciatura em
Matematica, supervisionados e orientados pelos professores do Colegiado do referido
curso. Essas aulas ocorrem aos sabados pela manha, com um total de dez encontros
de quatro horas cada. Ao final do projeto, os alunos sdo contemplados com um
certificado condicionado a frequéncia, sendo que se necessita de um percentual maior

que 75% para obter tal certificacao.



3. Cronograma

Quadro 1 — Cronograma dos encontros

Encontro Data Conteudos
1 02/03/2024 Analise combinatoria.
2 09/03/2024 Probabilidade.
3 16/03/2024 Matrizes e determinantes.
4 23/03/2024 Sistemas lineares.
5 06/04/2024 Geometria analitica.
6 13/04/2024 Geometria analitica
7 20/04/2024 Trigonometria.
8 27/04/2024 Trigonometria.
9 04/05/2024 Funcdes trigonométricas.
10 11/05/2024 | Dinamicas e confraternizacao.

Fonte: Elaborado pelas autoras
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4. Encontro 1

4.1 Plano de aula

Plano de aula — Encontro 1 — 02/03/2024
Pablico-alvo: Alunos inscritos no projeto de ensino e extensdo Promat.
Conteudo: Andlise combinatoria.

Objetivo geral: Compreender os conceitos que envolvem a analise combinatéria e

desenvolver estratégias de calculo nos exercicios propostos.

Objetivos especificos: Ao se trabalhar com o contetdo indicado acima, espera-se

gue o aluno seja capaz de:

Identificar e descrever o espaco amostral de eventos aleatdrios, realizando a
contagem das possibilidades;

» Conhecer o Principio Fundamental da Contagem;

« Diferenciar permutagéo, arranjo e combinagao;

* Resolver problemas de contagem envolvendo agrupamentos ordenaveis ou

nao ordenaveis de elementos.

Tempo de execugao: Um encontro com duragéo de 3 horas e 20 minutos.

Recursos didaticos: Lousa, giz, caderno, lapis, borracha, celular, cartelas e

atividades impressas.
Encaminhamento metodoldgico:

Iniciaremos o0 encontro recepcionando os alunos e nos apresentando para a
turma dizendo nome, idade, ano do curso e porque escolhemos fazer Matemaética.
Também daremos algumas instru¢gbes sobre o funcionamento do Promat incluindo
duracdo, contetdos a serem trabalhados e requisitos para a obtencéo do certificado.
Em seguida, para que todos possam se conhecer melhor e tornar esse primeiro
contato mais acolhedor, iremos propor uma dinamica de apresentacdo conhecida

como troca de papéis.

(10 minutos)
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Dinadmica “"Troca de papéis”

Os alunos seréao divididos em duplas e terdo alguns minutos para interagir entre
si. Ao final desse tempo, sera solicitado que cada integrante da dupla apresente seu

colega, descrevendo o0 maximo de caracteristicas que conseguir lembrar.
(20 minutos)

Posteriormente, vamos apresentar e definir o Principio Fundamental da
Contagem a partir de um exercicio introdutério. Dessa forma, solicitaremos aos alunos

gue analisem e resolvam o seguinte problema:

Problema 1. Em um restaurante, € oferecido o famoso prato feito (PF). Todos os
pratos possuem arroz, e o cliente pode escolher uma combinacédo entre 2 tipos de
feijao (caldo ou tropeiro), 3 possibilidades de carne (bovina, de frango ou vegetariana),
e 2 tipos de bebida (suco ou refrigerante). De quantas maneiras distintas um cliente

pode fazer o pedido?

Como forma de resolucéo, indicaremos todas as possibilidades de PF por meio

do esquema abaixo:

Figura 1 — Esquema das possibilidades

suco
vegetariano c"‘é::ro:—;'frigerante

—p=0 SUCO

caldo bovino
c'.K~Qreﬂ’ilgerante

frango
\H;SUCO
refrigerante

sSuco

vegetariano C"‘4«?refrigerante
_ . —»-0 SUCO
tropeiro bovino _
refrigerante
frango G

\—.:;SUCO
refrigerante

Fonte: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/fatorial-principio-fundamental-da-contagem.htm



12

Destacaremos que o processo de descrever todas as possibilidades pode ser
macante para problemas que possuem mais caracteristicas a ser consideradas.
Sendo assim, multiplicar a quantidade de cada componente é uma forma mais facil e

pratica para resolver problemas como esse.
3-2:2 =12 possibilidades
(15 minutos)

Assim, apresentaremos a definicdo formal do Principio Fundamental da

Contagem:

“O principio fundamental da contagem €& uma técnica para calcularmos de
guantas maneiras decisfes podem combinar-se. Se uma decisao pode ser tomada de
N maneiras e outra decisdo pode ser tomada de m maneiras, 0 numero de maneiras
que essas decisfes podem ser tomadas simultaneamente é calculado pelo produto

den.m”.

Nesse momento, também explicaremos que os problemas envolvidos na
analise combinatéria sdo problemas que envolvem contagem, isto é, analisar e
determinar as combinag¢des possiveis em um conjunto de dados. Dentre os principais

tipos de agrupamentos temos o arranjo, a combinacado e a permutacao.
(20 minutos)

Dando sequéncia a aula, dividiremos os alunos em grupos de quatro pessoas
para a realizagdo de um jogo conhecido como “Jogo da senha digital” acessando o
link: https://www.geogebra.org/m/rjyuwp2j. Caso os discentes ndo tenham acesso a
internet, o0 jogo pode ser realizado sem a plataforma apenas com algumas adaptacoes
(Anexo 1).

“Jogo da senha digital”

O jogo se baseia em acertar a combinacdo de uma senha composta por quatro
circulos, considerando que para cada circulo existem 6 cores disponiveis. A
plataforma é bastante visual e de facil entendimento. A cada rodada vocé recebe
“dicas” de acordo com seu palpite anterior, como por exemplo: cor certa no lugar

certo, cor certa no lugar errado e cor ndo pertence a senha. A partir das dicas
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fornecidas pelo jogo vocé deve construir um raciocinio de modo a acertar a senha

antes do limite de dez tentativas.

Para deixar a dindmica mais interessante vamos oferecer brindes aos alunos

gue acertarem a senha mais rapidamente, questionando-os sobre a légica utilizada.

A partir do jogo, solicitaremos que os alunos respondam algumas questoes,
sendo elas:

Questio 1:

Quantas cores, no minimo, vocé pode acertar na primeira tentativa,
independentemente da posicao estar correta ou ndo? Justifique.

2 cores.
Questio 2:

De quantas tentativas vocé precisa para descobrir todas as cores da senha?
Justifique.

Na pior das hipoteses de 3 tentativas.

A pior das hipéteses € o caso que vocé acerta 3 das cores e erra uma. Assim restam
para vocé duas possibilidades de substituir a cor errada, podendo errar novamente na
segunda rodada.

Questio 3:

De quantas maneiras vocé pode escolher as quatro cores inicialmente para fazer
sua tentativa considerando a ordem e desconsiderando a ordem? Justifique.

Considerando a ordem: 6.5 .4 .3 = 360 maneiras.

. 360 360 .
Desconsiderando a ordem: T o 1T o T 15 maneiras.

Questao 4:

Se vocé inicialmente fosse convencido de que o terceiro circulo € amarelo. Quantas
seriam as possiveis configuragbes de senha?

5.4.1.3 = 60 possiveis configuracées de senha.

Questio 5:

Sabendo que a primeira analise foi:
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Figura 2 — Jogo da senha questédo 5

QOO0

Fonte: Elaborado pelas autoras
Qual o numero possivel de senhas para a segunda rodada?

9 possiveis senhas.

Figura 3 — Resolugao questao 5

AMARELO

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=TvSGkc-s-Tg&t=1206s

Em caso de falta de tempo, escolheremos as questdes a serem trabalhadas.
Apdés 15 minutos, corrigiremos as perguntas com participagdo da turma. O objetivo
dessa atividade é abordar a analise combinatéria de forma pratica e interativa, a fim

de despertar o interesse dos alunos e estimular o raciocinio légico.
(70 minutos)

Na sequéncia, entregaremos para cada um dos alunos uma lista de exercicios
sobre permutacao, arranjo e combinacdo (Anexo 2). Para resolver as questdes 0s

alunos podem permanecer em grupos ou trabalhar individualmente.

As quatro primeiras questdes serdo realizadas coletivamente a fim de

apresentar os conceitos, diferencas e formulas.
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Permutacédo: é o agrupamento ordenado de todos os elementos de um conjunto. A
permutacdo é calculada quando todos os elementos do conjunto sao utilizados e a

ordem € importante.
P, =n!

Arranjo: é uma permutacao parcial, ou seja, uma selecédo de objetos em que a ordem
é importante. E utilizado quando é necessario escolher um nimero especifico de
elementos de um conjunto e organiza-los em uma ordem especifica.

n!
Apy=——
" (n-p)!

Combinacéo: é utilizado quando é necessario escolher um nimero especifico de
elementos de um conjunto, mas a ordem nao importa. Isto €, € um agrupamento nao
ordenado.
n!
Cr = = pyipl

(40 minutos)

Depois, deixaremos o0s estudantes livres para resolverem o0s demais
problemas. Enquanto isso, circularemos pela sala tirando davidas. De forma
estratégica, algumas questdes serdo corrigidas durante o encontro e outras ficarao

como tarefa de casa.
(50 minutos)

Avaliacao: A avaliagdo ocorrera ao longo do encontro acompanhando a participagédo
e interacdo dos alunos durante a dindmica de apresentacdo, o jogo da senha e o

desenvolvimento das atividades propostas.
Referéncias bibliograficas:

ASTH, Rafael Cardoso. Exercicios de permutacédo (resolvidos e explicados). Toda
Matéria. Disponivel em: https://www.todamateria.com.br/exercicios-de-permutacao/.
Acesso em: 24 fev. 2024.

MARTARELLI, Luzia da Costa Tonon. Atividades com o0 JOGO DA SENHA DIGITAL
- PARTE 1. YouTube (5 min e 40s), 06 abr. 2020. Disponivel em:
https://www.youtube.com/watch?v=_vnR6Zs_TF8&t=4s. Acesso em: 24 fev. 2024.
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MARTARELLI, Luzia da Costa Tonon. JOGO DA SENHA DIGITAL (INEDITO!) -
QUESTIONARIO DO ALUNO. YouTube (23 min e 07 s), 10 set. 2021. Disponivel
em: https://www.youtube.com/watch?v=TvSGkc-s-Tg&t=1206s. Acesso em: 24 fev.
2024.

OLIVEIRA, Gabriel Alessandro de. Exercicios sobre Arranjo ou Combinacéo. Brasil
Escola. Disponivel em: https://exercicios.brasilescola.uol.com.br/exercicios-
matematica/exercicios-sobre-arranjo-ou-combinacao.htm. Acesso em: 24 fev. 2024.

OLIVEIRA, Raul Rodrigues de. Principio fundamental da contagem. Brasil Escola.
Disponivel em: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/fatorial-principio-
fundamental-da-contagem.htm. Acesso em: 18 fev. 2024.

PRINCIPIO FUNDAMENTAL DE CONTAGEM: GENERALIZACAO. Clubes de
Matemética da OBMEP. Disponivel em: http://clubes.obmep.org.br/blog/texto_006-
principio-fundamental-de-contagem/principio-fundamental-de-contagem-
generalizacao/. Acesso em: 18 fev. 2024.

Anexos

Anexo 1

Figura 4 — Mini tabuleiro jogo da senha

=P Jocos
-2 MATZMATICA
JOGO DA SENHA

MINI TABULEIRO:

0000

Fonte: https://www.jogosematematica.com.br/jogos/jogo-da-senha



Figura 5 — Tabuleiro jogo da senha

JOGOS

Dirica

JOGO DA SENHA
TABULEIRO:

Tentativas

Andlise

0000

O000O

0000

O00O0

0000

0000

0000

QOO0

0000

0000

Q00O

0]0]0]e)

0000

O00O0

0]0]0]0)

OO00O

0000

0000
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Fonte: hitps://www.jogosematematica.com.br/jogos/jogo-da-senha

Figura 6 — Jogo da senha virtual

Analise

Cor certa no lugar certo

O Cor certa no lugar errado

Cor nio pertence a senha

ijjj

Campo da senha nao pode
ter cor repetida e/ou preta

Fonte: https://www.geogebra.org/m/rjyuwp2j
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Anexo 2
Lista de exercicios

1. Dois amigos estavam brincando de langar dados de seis faces. Sabe-se que sairam
os numeros 4, 1, 2 e 5, ndo necessariamente nesta ordem. Quantas sequéncias de

resultados poderiam ter acontecido?

Algumas ordenacgdes de resultados poderiam ser:
1,2,4e50u

5,4,5e1ou

4,5,1e2

Para determinar o numero total de ordenagdes possiveis, calculamos uma

permutacdo com quatro elementos distintos.
P,=41=4.3.2.1=24

2. Em época de eleicdo para o grémio estudantil do colégio, tiveram 12 candidatos
aos cargos de presidente, vice-presidente e secretario. De quantos modos diferentes

estes candidatos poderao ocupar as vagas deste grémio?

Cada combinacao é diferente da outra neste caso, existe diferenciacdo entre o
Candidato A ser presidente e o Candidato B ser vice-presidente, com a possibilidade

de B ser presidente e A ser vice. Por isso usaremos Arranjo.

12!

A3 = m =12.11.10 = 1320 possibilidades.

3. Julia deseja viajar e levar 5 pares de sapatos, sabendo que ela possui em seu
guarda-roupa 12 pares, de quantas maneiras diferentes Julia poderé escolher 5 pares

de sapatos para a sua viagem?

Se Julia leva o sapato preto e o sapato rosa, € a mesma coisa que ela levar o sapato
rosa e o sapato preto, logo, a sequéncia dos elementos ndo importa, com iSso

usaremos Combinacao, para eliminarmos os arranjos repetidos.

- 12! ~12.11.10.9.8
1257 (12-5)I151 " 5.43.2.1

= 792 combinagoes.
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4. (Enem) Doze times se inscreveram em um torneio de futebol amador. O jogo de
abertura do torneio foi escolhido da seguinte forma: primeiro foram sorteados 4 times
para compor o Grupo A. Em seguida, entre os times do Grupo A, foram sorteados 2
times para realizar o jogo de abertura do torneio, sendo que o primeiro deles jogaria
em seu proprio campo, e 0 segundo seria o time visitante. A quantidade total de
escolhas possiveis para o Grupo A e a quantidade total de escolhas dos times do jogo

de abertura podem ser calculadas por meio de:

A) uma combinacdo e um arranjo, respectivamente.

B) um arranjo e uma combinacgao, respectivamente.

C) um arranjo e uma permutacao, respectivamente.

D) duas combinacdes.

E) dois arranjos.

Alternativa A.

Para saber qual o tipo de agrupamento a que o problema esta se referindo, basta

analisar se a ordem é importante ou nao.

No primeiro agrupamento, serdo sorteados 4 times entre os 12 para compor o Grupo
A. Note que a ordem em que um time € sorteado ndo € relevante, desde que ele esteja

entre os 4 sorteados, entéo, trata-se de uma combinag&o.

J& na segunda escolha, dos 4 times serdo sorteados 2, s6 que o primeiro sorteado
jogara em casa, logo, a ordem é importante, o que faz com que esse agrupamento

seja calculado por um arranjo.
Assim, temos, respectivamente, uma combinag¢ao e um arranjo.

5. Um grupo de seis amigos foi assistir um filme no cinema e compraram seus
ingressos para uma mesma fileira de cadeiras. Considerando haver um casal e que
eles se sentaram em cadeiras vizinhas, de quantas formas esses amigos puderam se

ajustar na fileira de cadeiras?
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Como todos os elementos do conjunto "amigos" s&o considerados no calculo, trata-se

de um problema de permutacgao.

Para o calculo do numero total possivel de permutacdes, consideramos 5 elementos,

pois o casal deve estar sempre junto.
Ps=5'=5.4.3.2.1=120

Ainda, destas 120 possibilidades, devemos multiplicar por dois, pois o casal pode

trocar de lugar entre si.

Assim, a quantidade de maneiras possiveis dos amigos se organizarem na fileira de

cadeiras é:
120 . 2 = 240.

6. Um fotégrafo esta ajustando sua camera para fotografar 5 criancas dispostas em
um banco. Neste grupo ha 3 meninas e 2 meninos. Uma possivel arrumacgédo das
criangas para a foto seria: menina, menino, menina, menino, menina. Considerando
as posicoes nas quais as criangas podem se sentar no banco, de quantas formas o

fotégrafo pode organizar os meninos e as meninas, obtendo fotos diferentes?

Este € um caso de permutacdo com elementos repetidos. Devemos dividir o nimero
total de permutacdes pelo produto entre as permutacdes dos elementos que se

repetem.
Ps 51 5.4 _ 20

Assim, — = = — =— =10 formas.
elemento repetidos 312! 2.1 2

7. Quantos anagramas podem ser feitos com as letras da palavra PREFEITURA?

A palavra PREFEITURA possui 10 letras, sendo que algumas se repetem. A letra E

aparece duas vezes, assim como o R.

Calculamos a divisao entre a permutacao de 10 elementos e dividimos pelo produto

das permutacdes de elementos repetidos.

Pio _ 10!
elementos repetidos 2! 2!

=907 200 anagramas.
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8. As senhas bancarias sédo construidas com 4 digitos. Durante a criacdo da senha, a
gerente da Karla recomendou que ela criasse uma senha com 4 digitos, todos distintos
entre si. Suponha que Karla seguiu a recomendacao de sua gerente, assim, 0 niumero

de senhas distintas que ela pode criar € igual a:

Existem 10 opc¢Oes possiveis de simbolos. Como em senhas a ordem é importante, e,
nesse caso, ela possui digitos distintos, entdo, estamos calculando um arranjo de 10

elementos tomados de 4 em 4.

10! 10!

A1g34 = m =—2r= 10.9.8.7 = 5040 senhas distintas.

9. Por motivos de seguranca, Renato decidiu alterar a sua senha das redes sociais.
Para que ele ndo se esqueca de suas senhas, ele sempre escolhe usar trés letras do
seu nome seguidas do dia e do més de nascimento. Sabendo que a senha antiga era
“ren0203”, o total de senhas possiveis que ele pode criar para essa nova senha é:

A senha sera formada com 3 letras do nome Renato, logo, sera um arranjo de 6
elementos escolhidos de 3 em 3.
6! 6!

—=6.5.4=120

Aoz = 6—3) 3

Como a sequéncia “ren” ja foi utilizada, entdo, 120 — 1 = 119 senhas possiveis.

10. (Enem 2021) Uma pessoa produzird uma fantasia utilizando como materiais: 2
tipos de tecidos diferentes e 5 tipos distintos de pedras ornamentais. Essa pessoa tem
a sua disposicéao 6 tecidos diferentes e 15 pedras ornamentais distintas. A quantidade
de fantasias com materiais diferentes que podem ser produzidas é representada pela

expressao:

6! 15!
A)—  ——
412! 10! 5!

6! 15!
B ez T 10! 5!

6! 15!
+ =

C)Z
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6! 15!
D))z-;

21!

E) ——

71 14!
Alternativa A.

Ha duas combinacdes para serem calculadas, uma calculara o nUmero de maneiras
distintas que o tecido pode ser escolhido, uma combinacéo de 6 elementos tomados
de 2 em 2; ja a outra é a combinacdo de 15 elementos tomados de 5 em 5, que nos
da o nimero de maneiras distintas que as pedras podem ser escolhidas. Dessa forma,
temos que:

_ 6! 15!
Coa-Ciss T 4121 7 10!5!

4.2 Relatério

Relatério — 02/03/2024

No dia dois de margo de 2024, as 8h10 da manha, realizamos o primeiro
encontro do Promat na sala A221, com 30 alunos.

Inicialmente nos apresentamos, nesta aula tinhamos um colega do terceiro ano
do curso realizando o Promat conosco.

Posteriormente, repassamos algumas informagdes importantes sobre o
Promat, como: horario e conteudo das aulas, quantidade de encontros, necessidade
de ter 75% de presenca para garantir o certificado e que alunos menores de idade
deveriam evitar sair da aula para “passear” sem a permissdo dos pais, pois estao
sobre a nossa responsabilidade no periodo de aula.

Em seguida explicamos a dindmica invertendo os papéis, a qual decorreria da
seguinte forma: formando duplas, os alunos conversariam entre si por alguns
momentos buscando conhecer sua dupla; em seguida, cada um deveria apresentar o
seu par para o resto da turma, comentando sobre o que aprendeu na conversa. Como
alguns alunos preferiram nao formar duplas, formou-se também um trio. Durante as
apresentacoes, varios alunos apresentaram seus animais de estimacéo. Percebemos
que havia varias alunas de cidades vizinhas, como Santa Tereza e Guaraniagu. Entre
os alunos da turma, havia um aluno com Transtorno do Espectro Autista (TEA), o qual

demonstrou ser bastante interessado, introspectivo e rapido nas resolugdes.
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Apos as apresentagdes, iniciamos o conteudo com um exercicio introdutorio.
Enquanto uma estagiaria foi escrevendo o exercicio no quadro, outra realizou a leitura
do exercicio, questionando os alunos sobre quantas seriam as possibilidades de prato
feito e rapidamente o aluno que € autista respondeu corretamente, e ao nosso pedido,
ele explicou o seu raciocinio. Em seguida ele questionou quando que surgiu a analise
combinatoria, inicialmente nao nos recordavamos, depois o estagiario comentou sobre
o problema das “sete pontes konigsberg”, estudado por Euler que possivelmente teria
dado inicio ao conteudo. Através de pesquisas, foi possivel constatar que este
problema nao tem relagao direta com a origem da analise combinatoria, mas ja usava
a ideia de forma intuitiva.

Posteriormente, passamos o conceito do Principio Fundamental da Contagem
no quadro e o explicamos.

Em seguida, explicamos jogo da senha e copiamos o link do jogo no quadro,
para que os alunos que tivessem acesso a internet pudessem acessar e, para aqueles
que nao tinham acesso, foi disponibilizado o jogo impresso, o qual teriam que formar
dupla para jogar. Disponibilizamos um tempo para os alunos jogarem e ao final
guestionamos quantas jogadas foram necessarias para acertarem a senha. A maioria
precisou de 3 a 4 tentativas. Como até o momento ninguém havia acertado de
primeira, todos os alunos que acertaram na segunda tentativa, ganharam um pirulito
como premiagao.

Depois, entregamos um questionario sobre o jogo, auxiliamos os alunos a
responderem até o momento do intervalo. Em tal questionario, percebemos certa
dificuldade na compreensé&o dos alunos com relagéo ao objetivo da questdo, mas que,
uma vez explicada, normalmente conseguiam avangar. Nota-se também que a
questao 5 do questionario se mostrou mais complexa do que o planejado, e requisitava
um grafo de arvore de todos os casos para solucionar; fato esse que os estagiarios s6
perceberam ao notar que suas resolugdes estavam diferentes da oferecida pela fonte
do problema.

Ao retornar, iniciamos com a corregdao do questionario, solicitando a
participacdo dos alunos na leitura e resolugdo das questdes, e explicamos os
raciocinios utilizados para responder cada uma.

Em seguida, explicamos que existem trés formas de resolver problemas

relacionados a analise combinatoria, sendo elas: combinagao, arranjo e permutacgao.
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Com a ajuda de um fluxograma, explicamos o uso e informacgdes relevantes de cada
uma das trés féormulas. Dando sequéncia a explicagdo, informamos que
entregariamos uma lista de exercicios e que os quatro primeiros seriam realizados no
quadro.

Enquanto uma estagiaria concluia o esquema, outra iniciou a resolugdo do
primeiro exercicio com o auxilio dos alunos na leitura e na extracdo dos dados do
exercicio. E assim persistiu nos proximos trés problemas resolvidos em sala com
outras estagiarias. Finalmente, deixamos os alunos resolverem o restante dos
exercicios até final da aula. Enquanto isso, os estagiarios circularam pela sala,
auxiliando os alunos a sanar suas duvidas.

Concluimos, que a turma tem diferentes niveis de habilidades de compreensao

sobre o conteudo, mas trata-se de uma turma bastante interessada e participativa.

5. Encontro 2

5.1 Plano de aula

Plano de aula — Encontro 2 — 09/03/2024
Pablico-alvo: Alunos inscritos no projeto de ensino e extensdo Promat.
Conteudo: Probabilidade.

Objetivo geral: Compreender os conceitos que envolvem a probabilidade e

desenvolver estratégias de calculo nos exercicios propostos.

Objetivos especificos: Ao se trabalhar com o contetdo indicado acima, espera-se

gue o aluno seja capaz de:

» Calcular a probabilidade de um evento isolado;

» Calcular a probabilidade da unido e intersecao de eventos;

* Conhecer e diferenciar eventos dependentes e independentes;
+ Determinar a probabilidade de um evento condicionado a outro.

Tempo de execugao: Um encontro com duragéo de 3 horas e 20 minutos.

Recursos didaticos: Lousa, giz, cartelas, dados e atividades impressas.
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Encaminhamento metodologico:

Iniciaremos o0 encontro tirando ddvidas a respeito dos exercicios da lista
entregue na aula anterior. Na sequéncia, dividiremos os alunos em grupos de quatro
integrantes e entregaremos uma cartela para cada grupo, a fim de realizar a dinamica
“corrida dos cavalos” (Apéndice). Para iniciar a dinAmica, cada aluno deve escolher
dois cavalos para “apostar”’, de modo que cada numero na cartela equivale a um
cavalo, e jogar dois dados ao mesmo tempo. O nome ou a inicial dos alunos deve ser
registrado abaixo do numero do cavalo escolhido. O aluno avanga se a soma dos
nameros tirados nos dois dados for equivalente ao nimero do cavalo apostado. Vence

guem atingir a linha de chegada primeiro. (estimativa 20 minutos)

Logo apos, entregaremos uma atividade com perguntas sobre a dinamica para
0s grupos responderem (Anexo 1). A partir da atividade, analisaremos coletivamente
os resultados obtidos na dindmica a fim de definir probabilidade. Apés a resolucao dos
alunos, corrigiremos as questbes com a participacdo da turma. No exercicio 4
introduziremos também a probabilidade da unido e intersecdo de eventos. (estimativa

55 minutos)

Apoés esse momento, forneceremos uma lista de definicbes sobre o contetdo

por meio de material (Anexo 2) impresso e comentaremos sobre cada uma delas.
Experimento aleatorio

Chamamos de experimentos aleatdrios aqueles que, repetidos em idénticas
condic¢des, produzem resultados diferentes. Embora ndo saibamos qual o resultado
que ira ocorrer num experimento, em geral, conseguimos descrever o conjunto de

todos os resultados possiveis que podem ocorrer.
Citaremos alguns exemplos para melhor entendimento:

e Lancar uma moeda e observar a face de cima,;

e Lancar um dado e observar o numero da face de cima,

e De uma urna contendo 3 bolas vermelhas e 2 bolas brancas, selecionar uma
bola e observar sua cor;

e De um baralho de 52 cartas, selecionar uma carta e observar seu naipe.
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Espaco amostral

Chamamos de espac¢o amostral, e indicamos por {2, um conjunto formado por

todos os resultados possiveis de um experimento aleatorio.

Exemplo: A face superior resultante do langamento de um dado de 6 faces pode ser
o numero 1, 2, 3, 4, 5 ou 6. Logo, nesse experimento, 2 = {1,2,3,4,5,6}.

Observacao: Um espaco amostral € chamado de equiprovavel se todos os resultados

possuem a mesma chance de acontecerem.
Evento

Consideremos um experimento aleatorio, cujo espaco amostral € Q.
Chamamos de evento todo subconjunto de 2. Em geral indicamos um evento por uma

letra mailscula do alfabeto: A, B, C, ..., X, Y, Z.

Exemplo: Considere o experimento de lancar um dado de 6 faces e observar a face

superior. Exemplos de eventos séo:

A = Obter um nimero impar.

B = Obter um namero par.

C ={1,2} (Obter o nimero 1 ou 0 nimero 2.).
D={1, 2,3, 4,5, 6} (Obter um nimero de 1 a 6.).
E = {7} (Obter o nimero 7).

Note que os eventos A, B, C e D sao subconjuntos do espago amostral (o
evento D, inclusive, é igual ao espaco amostral). Assim, os eventos A, B e C séo
eventos possiveis e o0 evento D € um evento certo, pois com certeza a face obtida sera
um numero de 1 a 6. J4 o evento E € chamado de evento impossivel, pois nao

podemos obter o nimero 7 ao lancar um dado de 6 faces.
Dando continuidade, abordaremos a unidao e intersec¢ao de eventos:

Unido de dois eventos
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Sejam A e B dois eventos; entdo A U B sera também um evento que ocorrera
se, e somente se, A ou B (ou ambos) ocorrem. Dizemos que A U B € a unido entre o

evento A e o evento B.

No caso da probabilidade da unido, estamos avaliando a possibilidade do
evento A acontecer ou do evento B acontecer. Para isso, a formula é construida com

soma de probabilidades:

P(A U B) = P(A) + P(B)- P(A n B)

Ou seja, a probabilidade da unido entre A e B é dada pela probabilidade de
acontecer o evento A, mais a probabilidade de acontecer o evento B, subtraida pela

probabilidade da intersecc¢éo (N) entre os dois conjuntos.

Exemplo: A probabilidade da unido de dois eventos, A e B, é igual a 80%. Se a
probabilidade de A é igual a 50%, e a probabilidade da interseccéo € igual a 15%,
entdo a probabilidade de B vale?
Resolucgao:
e P(AUB)=10,8
e P(A) =05
e PANB=0,15
Entdo temos que:
P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB)
0,8 =0,5+ P(B) — 0,15
0,8 = 0,35+ P(B)
P(B) =0,8—0,35
P(B) = 0,45.

Interseccédo de dois eventos

Sejam A e B dois eventos; entdo A n B sera também um evento que ocorreré
se, e somente se, A e B ocorrerem simultaneamente. Dizemos que A N B é a

interseccdo entre o evento A e o evento B.
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Sejam A e B dois eventos de um espaco amostral S. A probabilidade de An B

€ dada por:

P(ANB) = P(B|A). P(A),

onde
P(AN B) — é a probabilidade da ocorréncia simultanea de A e B.
P(A) — € a probabilidade de ocorrer o evento A.

P(B|A) — é a probabilidade de ocorrer o evento B sabendo da ocorréncia de A.

Se o0s eventos A e B forem independentes (ou seja, se a ocorréncia de um nao
interferir na probabilidade de ocorrer outro), a férmula para o célculo da probabilidade
da interseccéo sera dada por:

P(ANB) = P(A). P(B)

Vejamos exemplo de aplicacéo:

Exemplo: em dois lancamentos sucessivos de um mesmo dado, qual a probabilidade
de sair um numero impar e o numero 4?

Resolucao:

O que determina a utilizacdo da férmula da interseccdo para resolucdo desse
problema é a palavra “e” na frase “a probabilidade de sair um numero impar e o
numero 4”. Lembre-se que na matematica “e” representa intersecg¢ao, enquanto “ou”
representa a unido.

Note que a ocorréncia de um dos eventos nao interfere na ocorréncia do outro. Temos,
entdo, dois eventos independentes. Vamos identificar cada um dos eventos.
Evento A: sair um nimero impar = {1, 3,5}.

Evento B: sair o nimero 4 = {4}.

Espaco Amostral: S = {1,2,3,4,5, 6}.

Temos que:
_n4_3_1

P(a) = ns) 6 2

p(B) =B _1

ns) 6
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Assim, teremos:

P(A N B) = P(A).P(B) =§ % = 1—12

Posteriormente, apresentaremos a diferenca entre eventos independentes e
dependentes. Nesse sentido, também explicaremos a probabilidade para eventos
complementares. (estimativa 25 minutos)

Dando sequéncia a aula entregaremos uma lista de exercicios (Anexo 3)
envolvendo eventos dependentes e independentes e probabilidade condicional. A
partir das situacoes-problema esperamos destacar as diferencas e fixar os conceitos
explicados. Enquanto os discentes realizam a tarefa, circularemos pela sala tirando
duvidas. De forma estratégica, corrigiremos as questdes no quadro. (estimativa 80

minutos)

Ao final da aula, deixaremos um desafio para os alunos: determinar a
probabilidade de ganhar na mega utilizando os conceitos vistos em aula e sem olhar
a resolucdo na internet. Se porventura sobrar tempo, efetuaremos a resolucdo do

desafio no encontro. (estimativa 20 minutos)

Avaliacao: A avaliacdo ocorrera ao longo da aula acompanhando a participacéo e
interacdo dos alunos durante a dinamica e o desenvolvimento das atividades

propostas.
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Apéndices

Quadro 2 — Tabuleiro da corrida de cavalos

CHEGADA
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LARGADA 1/12/3/4|5/6,7|8]9|10|11 1213

APOSTAS/NOMES

Fonte: Elaborado pelas autoras

Anexos

Anexo 1

Corrida de cavalos atividade

1. Apds o0 jogo e em grupo, respondam:

a) Qual cavalo venceu a(s) rodada(s)?

Pessoal

b) Ha algum cavalo que tem mais ou menos chance que o outro de vencer?

Justifique sua resposta.

Pessoal.

2. Construam atabela de possibilidades da soma de dois dados.

Figura 7 — Soma de dados

wlme|~w|o |

v|le|v|lo|w]|a

SNl v s|jw ]|l

wlw|jlo|jlw]|a|lw]|N
wloe|lv]jlo|v]|a|lw

DB W N

10 11 12

Fonte: Andrade (2019)

3. A partir da tabela construida, o que podemos concluir sobre as

possibilidades? Quais sdo as somas menos e mais provaveis?
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Existe uma probabilidade maior ou menor de determinado cavalo vencer. Menos
provaveis: 1 e 13. Mais provavel: 7.

4. Qual a probabilidade, no lancamento de dois dados, de se obter:
a) Somaigual a 7? %

b) Somaigual a 11? %

c) Soma par? %

d) Soma maior que 97? %

. 1
e) Soma par e maior que 9? 5

f) Soma par ou maior que 9? g = g
g) Dois ndmeros iguais? é
Anexo 2
Definicdes

Experimento aleatorio

Chamamos de experimentos aleatorios aqueles que, repetidos em idénticas
condi¢bes, produzem resultados diferentes. Embora ndo saibamos qual o resultado
que ira ocorrer num experimento, em geral, conseguimos descrever 0 conjunto de

todos os resultados possiveis que podem ocorrer.
Citaremos alguns exemplos para melhor entendimento:

e Lancar uma moeda e observar a face de cima,

e Lancar um dado e observar o numero da face de cima,;

e De uma urna contendo 3 bolas vermelhas e 2 bolas brancas, selecionar uma
bola e observar sua cor;

e De um baralho de 52 cartas, selecionar uma carta e observar seu naipe.

Espago amostral

Chamamos de espago amostral, e indicamos por Q, um conjunto formado por todos

0s resultados possiveis de um experimento aleatorio.

Evento
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Consideremos um experimento aleatorio, cujo espago amostral € Q. Chamamos de
evento todo subconjunto de Q. Em geral indicamos um evento por uma letra maiuscula
do alfabeto: A, B, C, ..., X, Y, Z.

Eventos independentes

Os eventos independentes sdo aqueles em que a ocorréncia de um evento nao

interfere na ocorréncia de outro evento.
Eventos dependentes

Os eventos dependentes séo aqueles em que a ocorréncia de um evento interfere na

ocorréncia de outro.
Unido de dois eventos

Sejam A e B dois eventos; entdo A U B serd também um evento que ocorrera se, e
somente se, A ou B (ou ambos) ocorrem. Dizemos que A U B € a unido entre o evento

A e o0 evento B.
P(A U B) =P(A) + P(B) - P(ANB)
Interseccédo de dois eventos

Sejam A e B dois eventos; entdo A N B sera também um evento que ocorrera se, e
somente se, A e B ocorrerem simultaneamente. Dizemos que AN B € a interseccéo

entre o evento A e o evento B.

Em todo caso, P(ANB) = P(B|A). P(A)

Em especial, se os eventos sdo independentes, entdo P(AN B) = P(A). P(B)
Probabilidade condicional

A probabilidade condicional € usada quando queremos calcular a chance de
determinado evento acontecer, sabendo que outro ja ocorreu. Em outros palavras, o

calculo é realizado considerando uma condigao, por isso o nome “condicional”.

Sejam A e B dois eventos dependentes. Sabendo que A ja ocorreu, a probabilidade de

B condicionada a A é dada por:

P(ANB)
P(4) -’

P(B|A) =
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Anexo 3
Lista de exercicios

1. (Enem 2010 22 aplicagcdo) Em uma reserva florestal existem 263 espécies de
peixes, 122 espécies de mamiferos, 93 espécies de répteis, 1 132 espécies de
borboletas e 656 espécies de aves. Se uma espécie animal for capturada ao acaso,

qual a probabilidade de ser uma borboleta?
A) 63,31% B) 60,18% C) 56,52% D) 49,96% E) 43,27%
Alternativa D.

Primeiro devemos somar o numero dos animais de todas as espécies, 263 + 122 +

93 + 1132 + 656 = 2 266 animais, este sera o nosso espago amostra;

Como queremos saber a probabilidade de ser uma borboleta o animal capturado,

1132

devemos fazer a razao da quantidade de borboletas pelo espaco amostral: Toee =

0,4995. Como o dado é em porcentagem, multiplicamos por 100.

2. (Enem 2013) Numa escola com 1 200 alunos foi realizada uma pesquisa sobre o
conhecimento desses em duas linguas estrangeiras, inglés e espanhol. Nessa
pesquisa constatou-se que 600 alunos falam inglés, 500 falam espanhol e 300 nao

falam qualquer um desses idiomas.

Escolhendo-se um aluno dessa escola ao acaso e sabendo-se que ele nio fala inglés,

qual a probabilidade de que esse aluno fale espanhol?
A) 1/2

B) 5/8

C)1/4

D) 5/6

E) 5/14

Os alunos que nao falam inglés somam: 300 + 300 = 600

300 1

A probabilidade de um aluno que nao fala inglés falar espanhol é: = 5
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3. Um casal pretende ter filhos. Sabe-se que a cada més a probabilidade da mulher
engravidar é de 20%. Qual é a probabilidade dela vir a engravidar somente no quarto

més de tentativas?
P=08x08x0,8x0,2=
P=0,1024 =

P =10,24%.

4. Numa urna ha 30 bolinhas numeradas de 1 a 30. Seréao retiradas dessa urna duas
bolinhas, ao acaso, uma apds a outra, sem reposi¢cao. Qual a probabilidade de sair

um multiplo de 10 na primeira e um numero impar na segunda?

P(ANB) =;—z . 1—10=53—8: 0,05172.

5. Qual é a probabilidade de extrair uma carta de um baralho comum de 52 cartas e

obter um As, sabendo que ela é uma carta de copas?
P(A|B) = L _ 0,07692
13 7 '

6. (ENEM 2010) O diretor de um colégio leu numa revista que os pés das mulheres
estavam aumentando. Ha alguns anos, a média do tamanho dos calgcados das
mulheres era de 35,5 e, hoje, é de 37,0. Embora n&o fosse uma informacgao cientifica,
ele ficou curioso e fez uma pesquisa com as funcionarias do seu colégio, obtendo o

quadro a seguir:

Figura 8 — Tamanho dos calgados

TAMANHO DOS CALCADOS NUMERO DE FUNCIONARIAS
39,0 1
38,0 10
37,0
36,0
35,0

Fonte: ENEM (2010)
Escolhendo uma funcionaria ao acaso e sabendo que ela tem calgado maior que 36,0

a probabilidade de ela calgar 38,0
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A) 1/3 B) 1/5 C) 2/5 D) 5/7 E) 5/14

Alternativa D.

P(ANB) _ 10 _ 5
P(B) 14 7

P(A|B) =
7. (Enem 2017) Um morador de uma regido metropolitana tem 50% de probabilidade
de atrasar-se para o trabalho quando chove na regidao; caso nao chova, sua
probabilidade de atraso é de 25%. Para um determinado dia, o servico de

meteorologia estima em 30% a probabilidade da ocorréncia de chuva nessa regido.

Qual é a probabilidade de esse morador se atrasar para o servigo no dia para o qual

foi dada a estimativa de chuva?
Chover e atrasar OU Nao chover e atrasar
30% x 50% +70% x 25% = 2,5%.

8. No jogo de Lipa sorteia-se um numero entre 1 e 600 (cada niumero possui a mesma
probabilidade). A regra do jogo é: se o numero sorteado for multiplo de 6 entdo o
jogador ganha uma bola branca e se o numero sorteado for multiplo de 10 entdo o
jogador ganha uma bola preta. Qual a probabilidade de o jogador ndo ganhar

nenhuma bola?

P(AUB) =2,

5.2 Relatério
Relatoério — 09/03/2024

No dia nove de margo de 2024, as 8h05, realizamos o segundo encontro do
Promat na sala A221, com 32 alunos.

Dois alunos chegaram com atraso de cerca de 10 minutos apos o inicio da aula.
Durante o encontro também esteve presente uma crianga, filho de um casal de alunos.

Comegamos mencionando sobre a lista de exercicios do encontro passado,
questionando aos alunos se verificaram as respostas que compartilhamos via grupo
do Whatsapp e se tiveram dificuldades para resolver as questdes. Como forma de
uma retomada rapida do conteudo de analise combinatdria, escolhemos dois
exercicios para discutir e resolver no quadro (exercicios 5 e 6). Enquanto isso,

passamos a lista de chamada para os alunos assinarem.
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Nao havendo duvidas quanto as resolugdes que apresentamos, anunciamos
que o conteudo a ser abordado durante a aula seria probabilidade. Orientamos os
alunos a formarem grupos para realizar uma atividade introdutéria sobre o assunto, a
Corrida do Cavalos. A sala se dividiu da seguinte maneira: sete quartetos, um trio e
um aluno preferiu fazer individualmente.

Com os grupos formados, distribuimos os tabuleiros, as pegas e os dados
enquanto passamos as instru¢des sobre como prosseguir com a atividade. Cada
pessoa do grupo apostaria em dois cavalos, esses numerados de 1 a 13, e eles
andariam uma casa do tabuleiro caso a soma das faces superiores dos dois dados
em cada jogada, fosse igual ao numero do cavalo. O aluno, cujo cavalo que cruzasse
a chegada primeiro, ganharia um doce como uma singela premiacao.

Percebemos que os alunos, com o anuncio da atividade, logo se animaram para
jogar. Os grupos estavam bem distribuidos pela sala de aula e isso nos permitiu
transitar com facilidade entre eles enquanto estavamos os instruindo. Alguns grupos
optaram por reiniciar o jogo assim que terminaram pois estavam adiantados em
relagdo aos demais, e outros grupos estenderam a jogatina para determinar quem
seriam os segundo e terceiro lugares.

Em seguida, distribuimos o questionario sobre a atividade. Auxiliamos os
alunos para o preenchimento, explicando algumas questdes que muitos tinham
duvidas, como a criacdo da tabela com as possibilidades de resultados da soma das
faces superiores dos dados.

Apo6s 0 momento em que os alunos responderam ao questionario, corrigimos
coletivamente no quadro, sanando mais algumas duvidas que surgiram. Na primeira
questdo, em que perguntamos a todos os grupos quem foram os ganhadores, a
maioria respondeu entre 7 e 9 e, com essas respostas, questionamos quais cavalos
eram mais provaveis de vencer. Com a tabela isso ficou mais evidente para todos, e
os alunos puderam verificar qual o numero de possibilidades para cada resultado.
Continuamente, para resolver a ultima questao, introduzimos os conceitos de unido e
interseccgao.

Os alunos foram dispensados para o intervalo as 09h40. Um deles veio nos
informar que teria que ir embora devido a um compromisso.

Ao retornarmos para a aula, as 10h05, terminamos a corregao da atividade da

Corrida dos Cavalos e distribuimos o material onde descrevemos as definigcdes



38

importantes de probabilidade, pois alguns alunos ndo conheciam os conceitos de
“‘experimento aleat6rio”, “espago amostral” e “eventos independentes e dependentes”.
Além disso, voltamos a comentar sobre as formulas de uniao e interseccao.

Durante as explicagdes alguns alunos dispersaram com conversas, € mais de
uma vez precisamos chamar a atencao, pois na probabilidade € muito importante a
interpretacdo dos problemas e era sobre isso que estavamos falando ao resolver no
quadro alguns exemplos.

Posteriormente, entregamos a lista de exercicios e escolhemos as questdes 3
e 4 para resolver coletivamente no quadro. Na questdo 4 usamos a interseccéo de
eventos novamente e na questao 3, como no exemplo que utilizamos, resolvemos por
meio de numero decimais e porcentagem. Apos isso, com um restante de 15 minutos
de aula, orientamos os alunos a resolverem os demais exercicios da lista enquanto
realizavamos a chamada de forma oral.

Caminhamos na sala de aula, tirando mais algumas duvidas dos alunos até o
final da aula, em que pedimos que reorganizassem as carteiras e cadeiras em forma

de fileiras novamente, antes de encerrarmos o encontro.

6. Encontro 3

6.1 Plano de aula

Plano de aula — Encontro 3 — 16/03/2024
Pablico-alvo: Alunos inscritos no projeto de ensino e extensdo Promat.
Conteudo: Matrizes e determinantes.

Objetivo geral: Compreender o0s conceitos que envolvem matrizes e seus

determinantes e desenvolver estratégias de calculo nos exercicios propostos.

Objetivos especificos: Ao se trabalhar com o contetdo indicado acima, espera-se

gue o aluno seja capaz de:

» Conhecer e identificar os tipos de matrizes;

* Representar e interpretar uma tabela de numeros como uma matriz,
identificando seus elementos;

» Efetuar célculos envolvendo as opera¢des com matrizes;

* Calcular o determinante de uma matriz.



Tempo de execucdo: Um encontro com duracéo de 3 horas e 20 minutos.

Recursos didaticos: Lousa, giz, caderno, lapis, borracha e atividades impressas.

Encaminhamento metodoldgico:
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Iniciaremos o encontro reservando um momento para tirar davidas quanto aos

exercicios entregues na aula anterior e resolver o desafio proposto. (estimativa 15

minutos)

Para introduzir o conteddo de matrizes utilizaremos o exercicio introdutodrio

abaixo.

Exercicio introdutorio:

A professora Meirielly fez uma pesquisa em sua sala de aula. Entre os 20 alunos que

estavam presentes sorteou 4 e anotou a altura, peso e idade de cada um deles em

uma tabela.
Quadro 3 — Caracteristicas dos alunos
Aluno Altura (metros) Peso (kg) Idade (anos)
André 1,65 65 16
Maria 1,55 47 16
Joana 1,65 70 17
Gustavo 1,80 90 17

Fonte: Elaborado pelas autoras

A partir dos dados da tabela, fomentaremos uma discussdo com a turma.

¢ Qual o aluno mais velho dentre os sorteados?

e E o aluno mais baixo dentre os sorteados?

e Quais informagdes podemos obter com os dados da tabela?

e Podemos expressar essa tabela de outra forma? Qual?

Nesse momento, apresentaremos as informac6es do exercicio por meio da

matriz a seguir:

1,65
1,55
1,65
1,80

65
47
70
90

16
16
17
17
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A ideia é fazer os alunos perceberem que uma matriz € uma tabela organizada
de forma diferente, relacionando o conteido com algo com eles ja conhecem. Como
a funcdo das matrizes é relacionar dados numéricos, por iSso seu conceito ndo é so
importante na Matemética, mas também em outras areas do conhecimento nas mais

diversas aplicagoes.

Também explicaremos que cada elemento de uma matriz A é representado
matematicamente como um aij, onde i indica a linha e j a coluna que ele se encontra,

respectivamente.

Definicdo de matriz: uma matriz € uma tabela organizada em linhas e colunas. Cada
item em uma matriz € chamado de elemento. Uma matriz com m linhas e n colunas é

chamada de matriz de ordem m X n.

Notacdo a;;: a notagao a;; refere-se a um elemento especifico de uma matriz em que

i indica a linha e j a coluna em que o elemento esta localizado, respectivamente.

Logo apods, entregaremos aos alunos uma lista com os tipos de matrizes e
algumas propriedades do determinante (Anexo 1). A partir dessa lista, vamos ler e
interpretar coletivamente os conceitos. A medida que percebermos duavidas ou
dificuldades em algum dos tOpicos apresentaremos mais exemplos na lousa para
prosseguir com clareza. Também questionaremos os discentes se conseguem dar

exemplos dos tipos de matrizes e o0s registraremos para a turma.
(30 min)

Apés esse momento de definicbes e explicagbes iniciais, trabalharemos as
operacdes com matrizes, sempre com o auxilio de exemplos ou de forma
contextualizada. Nesse momento, abordaremos a adicdo, subtracdo e multiplicacao

de matrizes. Destacaremos também, que a divisdo entre matrizes ndo esta definida.
(estimativa 50 min)

OperacOes com matrizes

Adicao

Dadas duas matrizes, A = (a;j)mxn € B = (bij)mxn, Chama-se soma A + B a matriz

C = (cij)mxn tal que ¢;; = a;j + b;j, paratodo i e todo ;.
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Isso significa que a soma de duas matrizes A e B do tipo m x n € uma matriz C do
mesmo tipo em que cada elemento é a soma dos elementos correspondentes em A e
B.

Exemplo de soma:

[; 2]"'[(2) §=[Z)ig gié =[171 192]

Subtracéao

Dadas duas matrizes, A = (a;j))mxn © B = (b;jj)mxn, Chama-se diferenca A—B a

matriz soma de A com a oposta de B.

SIS B N P RN

Matriz oposta

Se a soma entre duas matrizes resultar em uma matriz nula, temos que as matrizes

sao opostas.

Exemplo:

A e B P

Produto de um nimero por matriz

Dado um numero k e uma matriz A = (a;j)mxn, Chama-se produto kA a matriz
B = (b;j)mxn tal que b;; = k - a;; para todo i e todo j. Isso significa que multiplicar uma
matriz A por um numero k é construir uma matriz B formada pelos elementos de A

todos multiplicados por k.

Exemplo:
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2 4 _16 12
3'[10 7]_[30 21
Produto de matrizes

Dadas duas matrizes, A = (a;j)mxn € B = (bjk)nxp, Chama-se produto AB a matriz

C = (ci)mxp tal que
n
Cik = Qjq " by + @iz - by + @iz - by + -+ Qi by = Z a;j - bjy
j=1

Paratodoi € {1,2,...,m}etodo k € {1,2, ..., p}.

Exemplo:

z]eBz

7
8
9

Sendo A do tipo 2 x 3 e B do tipo 3 x 1, decorre que existe AB e é do tipo 2 x 1.

Fazendo AB = C, devemos calcular c;; € ¢yq:

C11]=[1-7+2'8+3~9 =[7+16-i—27 =[50

C=[021 4.-7+5-84+6-91 T [28+4+40+54] 7 1122

Para auxiliar na fixacdo das operacdes, deixaremos alguns exemplos para 0s
alunos resolverem e em seguida os corrigiremos, sempre destacando os tipos de

matrizes envolvidas.
Ay )+G )
-(7 ¥
b)5.(§ ‘6‘)
~(s %)

9 0)-( 3=



43

(Gerel o3i02)=Go D)

5 1 2 1 4 1
d)(l 4 3) .(0 1 2) =
8 0 3 0 3 1

5.1+41.04+2.0 5.4+1.14+2.3 5.1+1.242.1 5 27 9

1.1+4.0+3.0 1.44+4.14+3.3 1.1+4.2+3.1)=(1 11 12

8.1+0.0+3.0 8.44+0.1+3.3 8.1+0.2+3.1 8 41 11
Dando sequéncia aula, utilizaremos as matrizes contidas nos exemplos para
introduzir a ideia de determinante como um namero associado a uma matriz. Nesse
momento, apresentaremos como realizar o célculo dos determinantes para as ordens

1,2,3 e 4. Os métodos escolhidos foram Sarrus e Laplace.

Definicdo de determinante: o determinante € um valor escalar associado a uma
matriz quadrada que proporciona informacfes importantes sobre a matriz, como a

invertibilidade e o volume geométrico de um espaco linear transformado pela matriz.

Método de Sarrus: é uma técnica pratica para calcular o determinante de matrizes
de ordem 3x3. Este método é especialmente Gtil porque simplifica o processo sem a

necessidade de expandir cofatores.

Método de Laplace: também conhecido como expansao por cofatores, € uma técnica
para calcular o determinante de uma matriz de qualquer ordem. Essa técnica envolve
a decomposicéo do determinante em termos de determinantes de matrizes menores,

chamadas submatrizes.

Exemplos:

e Determinantes de uma matriz 1x1: det(2) = 2

12 16

e Determinante de uma matriz 2x2: det(11 3

)=12.8—(11.16):96—

(176) = —80.

1 4 1
e Determinante de uma matriz 3x3: <0 1 2)
0 3 1

e Métodode Sarrus:1.1.1+4.2.0+1.0.3-0.1.1-3.2.1-1.0.4=-5

e Método de Laplace:(—1)*D 1. (é i) = -5
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Posteriormente, para aplicacdo e fixacdo dos conceitos, realizaremos uma
dindmica com os alunos chamada “stop do determinante”. Os alunos seréao instruidos
a virar de costas enquanto uma das estagiarias registra uma matriz na lousa. Quando
falarmos “ja” os alunos devem virar rapidamente e, com base nas explicagdes
anteriores, encontrar o determinante da matriz. O discente que calcular primeiro deve
gritar “’stop” em voz alta. As estagiarias irdo conferir a resposta dada e, caso esteja
certa, o estudante ganhara um prémio e sera convidado para resolver o determinante
na lousa explicando seu raciocinio. Se o aluno vencedor ndo se sentir confortavel com
o pedido, pode argumentar da carteira e nds faremos a resolu¢cédo. Na rodada seguinte,
0 procedimento se repete. Separamos cinco matrizes para encontro, isto €, serao

realizadas cinco rodadas (Anexo 2)
(estimativa 50 min)

Apéds a dindmica, questionaremos os alunos se gostaram da atividade e em
qual rodada sentiram mais dificuldade. Também perguntaremos para a turma se

restam dulvidas sobre o assunto.
(estimativa 10 min)

Avaliacdo: A avaliacdo ocorrera ao longo da aula acompanhando a participacéo e
interacdo dos alunos durante as explicacbes e o desenvolvimento das atividades

propostas.
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Anexos
Anexo 1

Tipos de matrizes

Matriz: € uma tabela organizada em linhas e colunas, onde m representa 0 nimero
de linhas (horizontal) e n 0 nimero de colunas (vertical). A expressdo m x n indica a

ordem da matriz.
Matriz linha é toda matriz do tipo 1 x n, isto €, € uma matriz que tem uma unica linha.
Exemplo: [12 7 2 5 1] é uma matriz linha de ordem 1 x 5.

Matriz coluna é toda matriz do tipo m x 1, isto é, € uma matriz que tem uma unica

coluna.
4

Exemplo: [17| € uma matriz coluna de ordem 3 x 1.
5

Matriz nula: é toda matriz em que todos os seus elementos sdo iguais a zero.

Matriz diagonal é toda matriz quadrada em que os elementos que ndo pertencem a

diagonal principal sdo iguais a zero.

Exemplo de matriz diagonal:
4 0 O
0 -2 0
0 0 -3

Matriz quadrada de ordem n: é toda matriz do tipo n X n, isto €, uma matriz que tem

o0 numero de linhas igual ao nimero de colunas.
Exemplo de matriz quadrada de ordem 1x1: [7]

10]

Exemplo de matriz quadrada de ordem 2x2: [155 20

Exemplo de uma matriz quadrada de ordem 3x3:


https://canal.cecierj.edu.br/anexos/recurso_interno/12756/download/138760480a2a9649fda293631358e97f
https://canal.cecierj.edu.br/anexos/recurso_interno/12756/download/138760480a2a9649fda293631358e97f
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E assim sucessivamente...

Matriz identidade (ou matriz unidade) de ordem n: é toda matriz diagonal em que

os elementos da diagonal principal sdo iguais a 1.

Exemplos:
1 0 0 0
1 0 0
_1 0 _ ~_lo 1.0 0
’2_[01 13_[0101 L=1o 0 1 0
001 00 0 1

Matriz transposta: Duas matrizes A e B sdo transpostas se, e somente se, aij = bji,
ou seja, dado uma matriz A, para encontrar sua transposta, basta tomar as linhas

como colunas.

Também conhecida popularmente como “linha vira coluna e coluna vira linha”.

Exemplos 1:
Az[é 135]=>At=[§ 185]
Exemplo 2:
20 5
N RV P

Propriedades do determinante

i) Caso uma das linhas da matriz seja igual a 0, entdo o seu determinante seré igual
ao.

ii) Seja A e B duas matrizes, det(A - B) = det(A) - det(B).

iii) Se uma matriz possuir uma linha ou uma coluna nula, seu determinante sera igual

a zero.

iv) Linhas iguais ou proporcionais fazem com que o determinante da matriz seja igual
ao.
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Anexo 2

12 rodada: (_42 g)

4 3\ _ B B
Det(_2 5)_4.5—(3.(—2)_20+6_26.
1 2 3
22 rodada: (—2 4 1)
0 5 2

1 2 3
Det<—2 4 1) =-22—-(-3)=-22+3=-19.
0 5 2

32 rodada: (_7 12)

3 8

Det (_37 182) — _7.8-(3.12) = —56 — (36) = —92.

1 9 5
42 rodada: (3 7 8)

10 4 2

1 9 5
Det<3 7 8)=1.3.7+9.8.10+5.3.4—10.7.5—4.8.1—2.3.9=358.
4

10 2
7 3 5 1
a . 5 2 0 0
52 rodada: 0 3 1 0
2 10 1 0
S5 00 5 2 0
Det( 2 5 9 0 |=(D" . 1.det{0 3 1)=-1.1.-31=31
2 10 1 0 2 10 1
6.2 Relatorio

Relatério — 16/03/2024

Logo que adentramos na sala A221 notamos que estava muito abafada e
batendo sol nos alunos, portanto, vimos a possibilidade de mudancga de espago com
o professor orientador presente no momento. O docente solicitou que fosse realizada
uma votacao entre os discentes para verificar se eles preferiam mudar ou permanecer

no ambiente. Como a maioria optou por mudar de sala, e apés uma analise prévia de



48

disponibilidade, mudamos para a sala A217. Dessa forma, conduzimos os estudantes
e nos acomodamos no local para dar inicio ao terceiro encontro.

Iniciamos a aula as 08h12 perguntando se os alunos tinham dudvidas em relagao
aos exercicios da lista entregue no encontro anterior, sobre probabilidade. Nesse
momento, uma das alunas pediu para que resolvéssemos o desafio. A estagiaria
Milena realizou a corregao do exercicio no quadro de dois modos: utilizando a férmula
da combinatdria para encontrar as possibilidades e a partir da intersecgao de eventos
dependentes. Durante a resolugao houve boa participagéo, varios alunos respondiam
nossos questionamentos e auxiliavam na resolugéo dos célculos.

Dando sequéncia a aula, introduzimos o conteudo de matrizes por meio de um
exercicio introdutorio. Utilizando questionamentos e uma metodologia investigativa,
explicamos para a turma que uma matriz € uma tabela organizada de forma diferente,
cujo objetivo é relacionar dados numéricos. Ao longo das explicacbes, a turma
permaneceu atenta e participativa, com excecdo de uma das alunas que ficou lendo
um livro e assistindo videos no youtube. Por ser uma sala menor, os discentes
estavam mais préximos uns dos outros e poucas carteiras estavam vazias. Apesar
disso, ndo havia conversa paralela.

Posteriormente, entregamos uma lista com os tipos de matrizes e algumas de
suas propriedades. Com a participacao da turma, lemos e explicamos os conceitos
um a um. Além dos exemplos impressos, também classificamos a matriz do exercicio
introdutorio para auxiliar na fixacdo do contetudo. Nesse instante, uma das alunas
perguntou qual era a linha e a coluna principal da matriz. Respondemos que ndo havia
uma linha e uma coluna principal, apenas uma diagonal principal. Ademais,
destacamos que os elementos da diagonal principal séo os a;;, em que i = j. Outra
aluna comentou que poderia dar confusdo na simbologia do aij caso fossem nimeros
maiores. Nesse sentido, apontamos como sugestdo utilizar a virgula entre o ie o0 j
para matrizes ordens grandes, isto €, a, ;.

Na sequéncia, explicamos sobre as opera¢des com matrizes, com o auxilio de
exemplos e de forma contextualizada. Nesse momento, abordamos a adigao,
subtracdo e multiplicacdo de matrizes. Destacamos, também, que a divisdo entre

matrizes ndo estad definida. Além disso, para mostrar que a multiplicacdo entre

matrizes ndo é comutativa utilizamos A = [; ﬂ eB = [; i] Logo apdés, deixamos
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algumas operacdes para os alunos resolverem individualmente. Enquanto isso,
circulamos pela sala tirando duvidas.

Percebemos que os alunos encontraram bastante dificuldade para efetuar as
multiplicagdes entre matrizes nas letras c) e d). Por outro lado, constatamos que a
maior parte da turma nao teve problemas para efetuar a adicdo e a multiplicacéo por
um escalar nas letras a) e b). Depois de aproximadamente 10 minutos, realizamos a
correcao da atividade no quadro, dando maior atengao para os exemplos em que o0s
alunos tiveram maiores duvidas. Durante a corre¢do, alguns alunos estavam
dispersos e mexendo no celular. Um dos alunos estava lendo um livro.

Mais adiante, introduzimos a ideia de determinante como um numero associado
a uma matriz e apresentamos como realizar o célculo do determinante para as ordens
1, 2, 3 e 4 utilizando exemplos. Os métodos escolhidos foram Sarrus e Laplace. Nesse
momento, uma aluna perguntou se o0 determinante poderia ser negativo.
Respondemos que sim e mostramos dois casos.

Ao final da aula, realizamos a dindmica “stop do determinante” para aplicar os
conceitos de forma pratica e interativa. Explicamos as regras e iniciamos a atividade.
Ao todo, foram realizadas quatro das cinco rodadas propostas e, ao final de cada uma,
0s vencedores efetuaram a resolugdo no quadro. Como ndo sobrou tempo para
realizar a quinta rodada, deixamos como desafio para o proximo encontro calcular o
determinante da ultima matriz. Um dos estudantes se recusou a participar da dinamica
e permaneceu em sua carteira.

Foi possivel perceber que os alunos tiveram relativa facilidade para calcular as
matrizes 2x2 na primeira e terceira rodada. Ja as matrizes 3x3 levaram um tempo
maior. No entanto, a rodada em que a turma teve maior dificuldade foi, claramente, a
segunda. Os alunos confundiram os sinais da regra de Sarrus e, consequentemente,
surgiram varios “stops” com respostas incorretas. Levou certo tempo até termos um
vencedor. Por outro lado, na quarta rodada os discentes ja estavam familiarizados
com o método e a resposta correta foi obtida mais rapidamente.

Os alunos se mostraram muito participativos e dispostos a realizar cada uma
das atividades propostas na aula, sobretudo na dinamica. A maior parte da turma
estava empenhada em calcular o determinante corretamente e terminar primeiro para

ganhar o prémio. Tanto € que tivemos quatro vencedores distintos, o que tornou a
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atividade ainda mais emocionante. Além disso, todos os vencedores aceitaram ir até

0 quadro para explicar seu raciocinio e apresentar a resolugao para a turma.

7. Encontro 4

7.1 Plano de aula

Plano de aula — Encontro 4 — 23/03/2024
Pablico-alvo: Alunos inscritos no projeto de ensino e extensdo Promat.
Conteudo: Sistemas lineares.

Objetivo geral: Compreender os conceitos que envolvem equagles e sistemas

lineares e desenvolver estratégias de calculo nos exercicios propostos.

Objetivos especificos: Ao se trabalhar com o contetdo indicado acima, espera-se

gue o aluno seja capaz de:

* ldentificar uma equacéo linear;

» Diferenciar coeficiente, incégnita e termo independente;
* Encontrar a solugcédo de uma equacao linear;

+ Compreender o que sao sistemas lineares;

+ Classificar um sistema linear.

Tempo de execugao: Um encontro com duragéo de 3 horas e 20 minutos.

Recursos didaticos: Lousa, giz, caderno, lapis, borracha, cartelas, dados e

atividades impressas.
Encaminhamento metodologico:

Iniciaremos o0 encontro resolvendo o desafio proposto na aula anterior. Caso
algum aluno tenha conseguido encontrar a solugdo, vamos sugerir que resolva no

guadro para os colegas.

Desafio: Calcule o determinante da matriz

= _Oo Ul
S OO

Resolucdao: utilizando o método de Laplace.
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3 5 2 0
Det 3 = (D 1.det|0 3 1|=-1.1.-31=31.

2 10 1

N O Ul
R RO Ul
coo R

10

Posteriormente, vamos apresentar a definicdo de equacao linear no quadro,

explicar e dar alguns exemplos.
Equacéo linear
Uma equacéo linear € toda equacéo da forma
a1x1 + azx, +azxz + -+ apx, =b
onde a4, a,,as, ...,a, S&0 numeros reais chamados de coeficientes da equacéo

€ X1, X5, X3, ..., Xy, SUasincognitas. Além disso, o numero real b € otermo

independente da equacao.
Sé&o exemplos de equacdes lineares:

e 2x+3y=4
coeficientes: 2 e 3
incognitas: x e y
termo independente: 4

e x—y+z=0
coeficientes: 1,—-1e1
incégnitas: x,y e z

termo independente: 0

e 3y+4z—-5=0

coeficientes: 3 e 4
incognitas: y e z
termo independente: 5

Apresentar cada exemplo de forma interativa, para que os alunos auxiliem na

classificacdo dos termos.

Solugéo de uma equacéo linear:
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Uma solucdo de uma equacéo linear € uma sequéncia de nimeros que tornam

a igualdade da equacéo verdadeira.

Por exemplo: “Para quais valores de x e y, respectivamente, a equacao apresentada

a seguir é verdadeira?”
x—2y=5

Observe que x =7 e y=1 é uma solugcdo, pois ao substituirmos na equacao,
obtemos: 7-2%x1=7—-2=5

Dizemos entdo que o par (7,1) € uma solucado para a equagédo x — 2y = 5.

Um outro exemplo: “A terna (3,—4,7) é solucdo da equacédo x — 2y + z = 187?” Sim,
pois3 —2-(—4)+ 7 = 18. “E a terna (—1,2,4) € solugao?”

N&o, pois -1 —-2-2+4 # 18.
Sistema linear

Um sistema linear € um conjunto de equacgdes lineares, podendo ter varias
incognitas e varias equacgodes. Ele pode ser resolvido por meio de diferentes métodos.

Vamos abordar os métodos de resolucido por meio de um exercicio introdutdrio.
Neste momento, deixaremos trés exercicios para que os alunos resolverem:
Exercicio 1: Sdo exemplos de equagdes lineares, exceto:

a) 2x+3y=4

b) x+y+z=1

c) —4a+5b—3c=0
d) 9a® +5a—8=0

Resposta: letra d)

A equacdo 9a? + 5a — 8 = 0 n&o é linear, pois envolve uma incégnita elevada ao

quadrado.
Exercicio 2: Uma possivel solugédo da equacéo linear 2x —y = 3 € o par:

a) (0,1)
b) (1,3)
c) (0,-3)
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d) (-1,2)
e) (-1,0)

Resposta: letra c)

2.0—(=3) =3.

Exercicio 3: Dada a equacéo linear
—x+2y+z=0

A soma dos seus coeficientes é:

a 0
b) 1
c) 2
d) 3
e) 4

Resposta: letra c)
-1+2+1=2

Exercicio introdutério

Em um escritério de advocacia trabalham apenas dois advogados e uma
secretaria. Como o Dr. André e o Dr. Carlos sempre advogam em causas diferentes,
a secretéaria Claudia coloca 1 grampo em cada processo do Dr. André e 2 grampos
em cada processo do Dr. Carlos, para diferencia-los facilmente no arquivo. Sabendo-
se que, ao todo, s&o 78 processos nos quais foram usados 110 grampos. Calcule o

namero de processos do Dr. Carlos.
Resolucdao:

Método da substituicao.

Seja

X = processos do Dr. André
y = processos do Dr. Carlos

Temos que:

x+y =178 (Eq.1),ouseja,
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x = 78-y()
x+ 2y = 110 (Eq. 2), substituindo (i) na (Eq. 2):
(78-y)+ 2y = 110=> y = 110- 78 = 32
Substituindo yna (Eq.1): x+32=78 =x = 78- 32 =46

Portanto, x=46ey = 32.
Método de adicao.
Vale ressaltar que o objetivo deste método € eliminar uma das incognitas,
para assim encontrar a solucéao da(s) outra(s).
Seja
X = processos do Dr. André
y = processos do Dr. Carlos
Temos que:
x +y=78(Eq.1)
x+ 2y = 110 (Eq. 2)

Como queremos eliminar uma das incognitas, precisamos primeiramente

multiplicar uma das equacdes por (—1) (relembrar o aluno que podemos fazer isto
pois estamos trabalhando com equacdes, ou seja, somando 0os mesmos valores dos
dois lados da igualdade).
Multiplicando a (Eq. 1) por —1, temos:
x+y=78)*x—1=>—-x—y=-78
Agora, somaremos a (Eq. 1) com a (Eqg. 2):
—x—y=-78
+ x + 2y =110

y = 32

Como obtemos o valor de y, basta substituir em uma das equacoes:
Substituindo na (Eq. 2): x +2*32 =110 = x =110 — 64 = 46

Portanto, x=46ey = 32.
Método da comparacao.

Vale ressaltar que este método tem como objetivo levar o aluno a comparar
os valores de uma mesma incognita, ou seja, isolaremos o “x” ou 0 “y" nas duas
equacoles para fazermos a comparacao.

Seja
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X = processos do Dr. André
y = processos do Dr. Carlos
Temos que:

x +y = 78 (Eq. 1)

x+ 2y = 110 (Eq. 2)

Por conveniéncia, isolaremos a incognita x:
Da (Eq. 1): xX+y=78=>x=78—y
Da (Eq. 2): x+2y =110 = x =110 — 2y
Logo, temos que:
78—y =110 — 2y
=>2y—y=110—-78
=y =32

Substituindona (Eq. 1): x +y =78 = x =78 —-32 =46

Portanto, x=46ey = 32.

Nesse momento, também é importante ressaltar que uma equacao linear é
sempre uma igualdade em que ha incognitas envolvidas. Além disso, destacar a

diferenga entre funcao e equacao.

Uma equagao € uma igualdade entre os elementos de dois membros, em que
esses elementos sao resultados de operagdes matematicas entre numeros
conhecidos e desconhecidos. Ja, uma funcdo é uma regra matematica que relaciona

cada elemento de um conjunto A, a um unico elemento de um conjunto B.

Nas equacdes, a ideia central € que cada incégnita represente um numero. Ja
a fungéo possui variaveis, ou seja, uma variavel muitas vezes chamada de f(x) a qual

depende do valor que a variavel x assumir.
Sistema linear representado na forma matricial

Além da simbologia tradicional, um sistema linear também pode ser escrito em

sua forma matricial, como no exemplo abaixo:

Exemplo:
. 2 3y =4 , -
O sistema { ;ijy: ? pode ser escrito na forma matricial
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[1 B[]

2 _31 ] € a matriz dos coeficientes.

Onde 1

[ X
Onde y] € a matriz das incognitas.

Onde AZL] € a matriz dos termos independentes.

Sistema linear homogéneo

Quando todos os termos independentes de um sistema linear sdo iguais a zero,
dizemos que esse € um sistema linear homogéneo. Uma das solugdes desse sistema
€ chamada nula ou trivial. Além da trivial, um sistema homogéneo também pode ter

outras solugoes.

Exemplo:

2x+6y+4z=0
O sistema { x —2y —8z =0 ¢é linear homogéneo e possui a solugao ftrivial
3x+5y—2z=0

(0,0,0). Aléem dela, temos também como solug¢ao (4,—2,1).

Na sequéncia, dividiremos a turma em grupos de trés estudantes para a
realizagao do jogo “Batalha Algébrica”. Explicaremos as regras e circularemos pela

sala, a fim de auxiliar os grupos e acompanhar o desenvolvimento da dindmica.
Jogo Batalha Algébrica — Sistemas de equacdes

e O jogo pode ser realizado com 3 jogadores, sendo dois oponentes e um juiz.
Este ultimo é responsavel pelas cartas que contém as respostas.

e O primeiro jogador lanca dois dados e localiza a caixa correspondente no
tabuleiro de jogo (Apéndice 1). Por exemplo, se os dados mostram 3 e 4, 0
jogador pode escolher entre a fila 3 e coluna 4, ou a fila 4 e coluna 3.

e O jogador deve resolver o sistema e o juiz deve verificar se esta correta a
solucéo que o jogador apresentar. Se a solucéo estiver correta o jogador coloca
a sua inicial no quadrado correspondente, mas se incorreta o outro jogador

pode roubar a caixa, dando a solucéo correta.
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e Se um jogador joga o dado e indica uma caixa ja ocupada, o jogador passa a
vez.

e O vencedor é aquele que, quando o tabuleiro estiver todo preenchido, tera mais
guadrados marcados com sua inicial.

Classificagcao de sistema linear

Um sistema linear € um conjunto de equagdes lineares, podendo ter varias
incognitas e varias equagdes. Existem varios métodos para resolvé-lo,
independentemente da quantidade de equacdes. Existem trés classificacdes para um

sistema linear.

Sistema possivel determinado (SPD): ha apenas uma solugéo possivel para o

sistema. Para isso, o determinante principal do sistema deve ser diferente de 0.

Sistema possivel indeterminado (SPI): ha infinitas solugbes para o sistema. Para
isso, o determinante principal do sistema deve ser igual a 0, e os determinantes

secundarios devem ser iguais a 0.

Sistema impossivel (Sl): Sistema Impossivel (Sl): ndo ha solu¢des para o sistema.
Para isso, o determinante principal deve ser igual a 0, e pelo menos um determinante

secundario deve ser diferente de 0.

Regra de Crammer: A regra de Cramer € um meétodo utilizado para encontrar o
conjunto solugao de um sistema de equacéo linear possivel determinado. Essa regra
utiliza o determinante das matrizes associadas ao sistema para encontrar as solugdes
do sistema. O método ¢é aplicado principalmente em sistemas lineares que possuem
3 incognitas e 3 equagdes, mas pode ser empregado também em sistemas lineares 2
por 2.

Exemplo: Resolva o sistema linear a seguir:

{2x+5y=3
3x+4y =8

Resolugao:

Para resolver esse sistema aplicando a regra de Crammer, de inicio calcularemos o
determinando D:

_12 5

D_34
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D=2.4-3.5
D =8-15
D=-7.

Como D # 0, entdo o sistema é possivel e determinado (SPD) e possui uma unica

solucao.

Agora, para determinar a solugéo calculares D, e D,,:
_13 5
Dx = |8 4
D,=3.4-8.5

D, =12 —-40 = —-28.

12 3

Dy_38

D,=2.8-3.3

Como conhecemos os valores de D, D, e D,,, podemos encontrar o valor de cada uma

das incégnitas:

x=2="=4
D -7
D -7

Portanto, o sistema possui uma Unica solugao S = {4, —1}.
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Figura 7 — Esquema da classificagéo de sistemas lineares

Sistema linear

Possivel: Impossivel: ndo
admite solucao admite solucao

l 5l: sistema impossivel

l I

Determinado: Indeterminado:
solucdo dnica infinitas solucdes
SPD: sistema SPl: sistema
possivel e possivel e
determinado indeterminado

Fonte: Andrade (2020)

Por fim, entregaremos aos alunos uma lista de exercicios (Anexo), a fim de
aplicar os conceitos trabalhados na aula. Enquanto isso, circularemos pela sala

tirando duvidas. De forma estratégica, corrigiremos as questdes no quadro.

Avaliacado: A avaliacdo ocorrerd ao longo da aula acompanhando a participacéo e
interacdo dos alunos durante a dindmica e o desenvolvimento das atividades

propostas.
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Apéndices
Figura 8 — Tabuleiro bingo das equagodes
1 2 3 4 5 6

x+y=20 3x -3y =-18 2x + 2y = =22 —2x+2y=125 2x+y=2 5x+5y =0
{3x +4y =72 {4x - 12y =-80 {Zx —4y =-38 {72x +5y=-14 {x +3y=-4 {Bx + 10y = —42
y+x=-14 —4x —4y = —12 y=x+9 x+2y=-10 —5x—5y =15 —5x +4y = -32
{5x+10=y {4x+3y=718 {75y7x=729 {72x+5y=752 {—3x+5y=—11 {2x74-y=78
4x +y=-16 x—5y=6 2x —4y =-10 —5x+2y=2 4y —7x =32 x—y=11
{4x+3y=75 {31733/:6 {4y+2x=30 {51+5y=5 { y=x—4 {x72y=15
{x+y=12 {3x+3y=712 {3x+2y=8 [3x+2y=75 {75x+y=751 {5x+2y=13
3x—y=20 3x+9y=-6 3x+9y =-20 —2y=-7-x 10x — 4y = 114 15x — 3y = —42
2x —4y =—4 x—-2y=4 5x —4y = =5 {5x+5y=—24 {x=5—2y {5x+2y=10
{x+4y=34 {5x75y=20 {x=1372y —x+5y=-2 3x-5y=4 15x -3y =45
y—5x =-36 3x+5y=5 4y = =2x+2 =3x+4y =24 2x-3y=5 x—5y=15
{75x —20 =5y {73x +5y=5 {72x —5y=-1 {741 + 16y =32 {3x +3y=-21 {73x —y=-3

Fonte: Elaborado pelas autoras
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Figura 9 — Gabarito bingo das equacgdes
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1 2 3 4 5 6
41 8 51
1 (8,12) (1,7) 33 (77,—13) (2,-2) (6,—6)
-8 19 1 5 40 26
2 (—4,-10) (~27,30) (R (6,-8) (-5.-3) )
3 (%:3‘%) 1L-1 (5.5) 0,1 (—16,—20) (7,—4)
16
4 8,4) (-5,1) 9 (-3,2) (9,-6) (-1,9)
11 17 8 5
5 (10, 6) (4,0) (3,5) 31 3.1 G-3
16 —28 16 —19 15 21
° &3 D @D 80 3 G
Fonte: Elaborado pelas autoras
Anexos

1. A matriz incompleta que representa o sistema linear a seguir é:
2x+3y—6z=4
—x—y—z=-1
x+2y+3z=7

_ N
N = W
W = O

2 3 -6
c)|{-1 -1 -1
1 2 3
4
d)| -1
7
Resolucgao:

Alternativa C.
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A matriz incompleta é aquela que possui os coeficientes de x, y e z, logo, ela sera uma
matriz 3x3. Analisando-se as alternativas, a que contém a matriz 3x3 com os sinais

corretos é a de letra C.

2. (Saeb 2011) Um teste € composto por 20 questdes classificadas em verdadeiras ou
falsas. O numero de questdes verdadeiras supera o numero de questoes falsas em 4
unidades. Sendo x o numero de questdes verdadeiras e y o nimero de questdes

falsas, o sistema associado a esse problema é:

a) {xx—=y4=_2yO
b) {x ;3:1:)620
o) {x 1—3:/ zyZO
d){xx-l-_3;=:240
Resolugao:

Alternativa D.

Sendo x o numero de questdes verdadeiras e y 0 numero de questdes falsas,

consideramos que a soma entre eles é igual a 20, ou seja:
x+y =20

Além disso, sabemos que ha 4 questbes verdadeiras a mais que questdes falsas,
entdo a diferenca entre o numero de questdes verdadeiras e 0 numero de questdes

falsas € 4. Ou seja:
x-y =4

A alternativa que contém o sistema com essas duas equacdes € a alternativa D.

3. (Enem Digital 2020) Para sua festa de 17 anos, o aniversariante convidara 132
pessoas. Ele convidard 26 mulheres a mais do que o nimero de homens. A empresa
contratada para realizar a festa cobrara R$ 50,00 por convidado do sexo masculino e

R$ 45,00 por convidado do sexo feminino.
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Quanto esse aniversariante terd que pagar, em real, a empresa contratada, pela

guantidade de homens convidados para sua festa?

a) 2 385,00

b) 2 650,00

c) 3 300,00

d) 3 950,00

e) 5 300,00

Resolucgao:

Alternativa B.
Podemos resolver esta questdo de matematica do ENEM 2020 (aplicacdo digital)
usando sistemas lineares. Sejam H a quantidade de homens e M a quantidade de

mulheres, entdo:

H+M =132 (l)
M=H+26 (Il)
Basta aplicar (II) em (I).
H+H+26=132

2H =132 - 26
2H =106
H =53

Agora é so multiplicar 53 por R$ 50,00 e teremos R$ 2 650,00.

4. (Enem 2011) O prefeito de uma cidade deseja construir uma rodovia para dar
acesso a outro municipio. Para isso, foi aberta uma licitacdo na qual concorreram duas
empresas. A primeira cobrou R$ 100 000,00 por km construido (n), acrescidos de um
valor fixo de R$ 350 000,00, enquanto a segunda cobrou R$ 120 000,00 por km
construido (n) acrescido de um valor fixo de R$ 150 000,00. As duas empresas
apresentam o mesmo padréo de qualidade dos servi¢os prestados, mas apenas uma
delas podera ser contratada.
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Do ponto de vista econdmico, qual equacdo possibilitaria encontrar a extensao da
rodovia que tornaria indiferente para a prefeitura escolher qualquer uma das propostas

apresentadas?

a) 100n + 350 = 120n + 150

b) 100n + 150 = 120n + 350

c) 100(n + 350) = 120(n + 150)

d) 100(n + 350 000) = 120(n + 150 000)

e) 350(n + 100 000) = 150(n + 120 000)
Resolucéao:
Alternativa A.
Podemos descrever essa situacao pela equacgéao:
A equacao que representa o valor da primeira empresa € V1= 100 000n + 350 000, e
a da segunda empresa é V2 = 120 000n + 150 000.
Igualando as duas equacgdes, temos que:
100 000n + 350 000 = 120 000N + 150 000
Dividindo por 1000, a equacéo sera:
100n + 350 = 120n + 150.
5. (MS Concursos) O sistema de equacoes:
x+y=0

2x+y+z=0
4x+3y+z=0

A) néo tem solucéo.

B) admite apenas uma solucdo trivial.
C) admite infinitas solugdes.

D) admite apenas soluc¢des nao triviais.

Resolucao:
Alternativa C.

Calculando o determinando principal obtemos
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1 1 0

det(Z 1 1>=1-1-1+1-1-4+0-2-3—4-1-0—3-1-1—1-2-1=O.
4 3 1

Logo, como D = 0 o sistema linear associado admite infinitas ou nenhuma solugéo.

Para determinar qual dos casos acontece vamos calcular os determinantes

secundarios.

0 1 0

szdet<0 1 1)=0-1-1+1-1-0+0-0-3—0-1-0—3-1-0—1-0-1=0
0 3 1
1 0 O

Dy:det<2 0 1>=1-0-1+0-1-4+0-2-0—4-0-0—0-1-1—1-2-0:0
4 0 1
1 1 0

Dx=det<2 1 0>=1-1'0+1'0~4+0~2'3—4~1-0—3'0-1—0~2~1=0
4 3 0

Portanto, como todos os determinantes secundarios sao iguais a zero, o sistema linear
associado admite infinitas solucdes.

6. (Enem 22 aplicacdo 2010) Algumas pesquisas estdo sendo desenvolvidas para se
obter arroz e feijdo com maiores teores de ferro e zinco e tolerantes a seca. Em média,
para cada 100 g de arroz cozido, o teor de ferro é de 1,5 mg e o de zinco € de 2,0 mg.
Para 100 g de feijdo, é de 7 mg o teor de ferro e de 3 mg o de zinco. Sabe-se que as
necessidades diarias dos dois micronutrientes para uma pessoa adulta sédo de
aproximadamente 12,25 mg de ferro e 10 mg de zinco. Considere que uma pessoa
adulta deseja satisfazer suas necessidades diarias de ferro e zinco ingerindo apenas
arroz e feijjdo. Suponha que seu organismo absorva completamente todos os
micronutrientes oriundos desses alimentos. Na situacdo descrita, que quantidade a

pessoa deveria comer diariamente de arroz e feijdo, respectivamente?
a)58ged56¢g

b) 200 g e 200 g

c)350gel00g

d) 3759ge 500¢g

e)400ge89g¢g
Resolucdao:

Alternativa C.
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Apos resolvermos o sistema de equacfes descobrimos que a sera necessario 3509
arroz e 100g de feijao.

Montando um sistema:

Aqui precisamos utilizar a proporcao de cada nutriente presente em 100g de alimento.
Com isso a soma das quantidades presentes em 100 gramas multiplicadas pelas
incognitas nos dara a quantidade proporcional.

Vejamos:

X = arroz

y = feijao
1,5x + 7y = 12,25
2x + 3y = 10

x = (10 — 3y)/2
3/2. (10 — 3y)/2 + 7y = 12,25
30 — 9y +28y = 49

19y = 19
y =1
x = (10 —31)/2
x =7/2
x = 3,5

Como é proporcional a 100g temos:

arroz = 100.3,5 = 350g

feijao = 100.1 = 100g
7. (Enem 2015) Uma barraca de tiro ao alvo de um parque de diversGes dara um
prémio de R$20,00 ao participante, cada vez que ele acertar o alvo. Por outro lado,
cada vez que ele errar o alvo, devera pagar R$10,00. N&o ha cobranca inicial para
participar do jogo. Um participante deu 80 tiros e, ao final, recebeu R$100,00.

Qual foi o nimero de vezes que esse participante acertou o alvo?
a) 30
b) 36
c) 50

d) 60
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e) 64

Resolucdao:

Alternativa A.

Temos que:
x = n?de acertos.
y = n2de erros.
Assim,
20x—-10y =100 = 2x-y =10
Temos também que
x+y =280
Temos um sistema de equacdes lineares, basta resolver para encontrar x.
Somando as duas equacoes:
3x = 90x = x = 30.

7.2 Relatorio
Relatoério 23/03/2024

Iniciamos a aula as 8h05, com a resolug¢ao do desafio deixado na aula anterior.
A estagiaria Milena conduziu a resolugdo no quadro. Durante essa atividade, um aluno
levantou uma questéo sobre Laplace, perguntando como seria a solugao se tivesse
escolhido a coluna 3 em vez da coluna 1. Decidimos, entdo, resolver também
conforme a sugestao dele para esclarecer quaisquer duvidas.

A estagiaria Meirielly deu continuidade a aula apresentando as equagdes
lineares. Durante a explicagdo, uma aluna perguntou: "O que é o zero que sobra
quando o termo independente fica do lado esquerdo da igualdade?". Meirielly
esclareceu a duvida prontamente. A explicacdo foi bastante interativa, com varios
alunos contribuindo com exemplos adicionais.

Durante os exercicios de fixagao, surgiram duvidas relacionadas aos sinais dos
coeficientes. Por exemplo, no exercicio 3, um aluno achou que o coeficiente era 1,
quando na verdade era -1. Apesar dessas dificuldades, muitos alunos conseguiram
resolver os exercicios com facilidade.

Uma aluna compartilhou que havia aprendido na escola o método resolutivo

para resolver equacdes de segundo grau e perguntou se poderia usa-lo para as
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equacdes apresentadas no quadro. Explicamos que as equagdes apresentadas
tinham duas incognitas e necessitavam ser resolvidas por meio de um sistema de
equacdes lineares, que estudariamos a seguir. Para equacgdes do primeiro grau com
uma unica incognita, o método resolutivo seria adequado, bastando isolar a incégnita.

A estagiaria Stephany introduziu o tema de sistemas de equacgdes e equagdes
homogéneas. Em seguida, a estagiaria Ana, com a colaborag&o dos alunos, resolveu
o exercicio introdutério. Um aluno sugeriu a resolucéo por substituicdo, que envolve
isolar uma incognita na primeira equacgao e substitui-la na segunda.

Apos o intervalo, dois alunos levantaram duvidas pertinentes. Uma aluna
questionou um passo do calculo no exercicio pelo método da substituicdo, e outro
aluno perguntou se poderia chutar os valores. Respondemos as duvidas e
apresentamos outros dois métodos de resolucdo: o da Adicdo e o da Comparacgao.

A estagiaria Milena falou sobre sistemas e matrizes. Depois dessa explicagao,
introduzimos o jogo Batalha Algébrica. Demos as instrugdes necessarias e solicitamos
que os alunos se dividissem em trios para jogar. Durante o jogo, passamos entre os
grupos para tirar eventuais duvidas. Observamos que os alunos se ajudavam
mutuamente na resolugdo dos sistemas de equagdes, e os “juizes” estavam
empolgados para na proxima rodada serem jogadores e resolverem as equacgdes.

Finalizamos a aula as 11h40 com 29 alunos presentes.

8. Encontro 5

8.1 Plano de aula

Plano de aula — Encontro 5 — 06/04/2024
Publico-alvo: Alunos inscritos no projeto de ensino e extensédo Promat.
Conteudo: Geometria analitica.

Objetivo geral: Compreender os conceitos que envolvem a geometria analitica e

desenvolver estratégias de calculo nos exercicios propostos.

Objetivos especificos: Ao se trabalhar com o contetdo indicado acima, espera-se

gue o aluno seja capaz de:

» Identificar pontos no plano cartesiano;

» Verificar se trés pontos séo colineares;
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* Reconhecer e determinar a equacéo da reta;

» Calcular a distancia entre dois pontos e entre um ponto e uma reta.

Tempo de execugao: Um encontro com duragéo de 3 horas e 20 minutos.
Recursos didaticos: Lousa, giz, caderno, lapis, borracha e atividades impressas.
Encaminhamento metodologico:

A fim de aplicar o conteudo trabalhado anteriormente, iniciaremos o encontro
resolvendo dois exercicios da lista entregue na Ultima aula, a respeito de sistemas

lineares.

2. (Saeb 2011) Um teste € composto por 20 questdes classificadas em verdadeiras ou
falsas. O numero de questdes verdadeiras supera o numero de questdes falsas em 4
unidades. Sendo x o numero de questdes verdadeiras e y o numero de questdes

falsas, o sistema associado a esse problema é:

a) {xx—=y4=_2yO
b) {x ;3;:)620
o) {x : 3:1 :yZO
d){xx-l-_j;=2240
Resolucéo:

Alternativa D.

Sendo x o numero de questdes verdadeiras e y o numero de questdes falsas,

consideramos que a soma entre eles € igual a 20, ou seja:
x+y =20

Além disso, sabemos que ha 4 questdes verdadeiras a mais que questdes falsas,
entdo a diferenca entre o numero de questdes verdadeiras e 0 numero de questdes

falsas é 4. Ou seja:

x-y =4
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A alternativa que contém o sistema com essas duas equacgdes € a alternativa D.

3. (Enem Digital 2020) Para sua festa de 17 anos, o aniversariante convidara 132
pessoas. Ele convidard 26 mulheres a mais do que o nimero de homens. A empresa
contratada para realizar a festa cobrara R$ 50,00 por convidado do sexo masculino e

R$ 45,00 por convidado do sexo feminino.

Quanto esse aniversariante terd que pagar, em real, a empresa contratada, pela

guantidade de homens convidados para sua festa?
a) 2 385,00
b) 2 650,00
c) 3 300,00
d) 3 950,00

e) 5 300,00

Resolugao:

Alternativa B.
Podemos resolver esta questdo de matematica do ENEM 2020 (aplicacdo digital)
usando sistemas lineares. Sejam H a quantidade de homens e M a quantidade de

mulheres, entao:

H+M =132 (l)
M=H+26 (Il)
Basta aplicar (II) em (I).
H+H+26=132

2H =132 - 26
2H =106
H =53

Agora é so multiplicar 53 por R$ 50,00 e teremos R$ 2 650,00.
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Na sequéncia, entregaremos aos alunos um material com as trés classificacoes
de sistemas lineares e um esquema para sintetizar as ideias (Anexo 1). Apos |é-lo

com a participacdo da turma, explicaremos a regra de Cramer a partir de um exemplo.

Regra de Crammer: A regra de Cramer é um método utilizado para classificar os
sistemas lineares em SPD, SPI e Sl, encontrar o conjunto solugao de um sistema de
equacao linear possivel determinado. Essa regra utiliza o determinante das matrizes

associadas ao sistema para encontrar as solu¢des do sistema.
Exemplo: Classifique o sistema linear a seguir em SPD, SPI ou SI.

{2x+5y=3
3x+4y =8

Resolugao:

Para resolver esse sistema aplicando a regra de Crammer, de inicio calcularemos o

determinando D:

_12 5
3 4

D
D=2.4-3.5
D=8-15
D=-7.

Como D # 0, entdo o sistema € possivel e determinado (SPD) e possui uma unica

solucio.

Agora, para determinar a solugéo calculares D, e D,;:
_13 5
D= |8 4
D,=3.4-8.5

D, =12 —-40 = -28.

12 3

Dy_3 8

D,=2.8-3.3
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Como conhecemos os valores de D, D, e D,,, podemos encontrar o valor de cada uma

das incognitas:

D —28
x:_x:_:Ll_
D -7
D -7

y D 7

Portanto, o sistema possui uma Unica solugado S = {4, —1}.

(25 minutos)
Posteriormente, entregaremos aos alunos um material impresso (Anexo 2)
contendo importantes definicbes a serem trabalhadas no encontro. A partir dele,

apresentaremos o conceito de plano cartesiano.
Nesse momento, explicaremos que:

O plano cartesiano é um instrumento matematico utilizado para localizacao de

pontos.
¢ Os eixos no plano cartesiano sao retas perpendiculares ordenadas chamadas
de eixo das abscissas (ou eixo do x) e eixo das ordenadas (ou eixo do y).
e As retas perpendiculares dividem o plano em quatro regifes, que Ssao
chamadas de quadrantes
e Cada ponto do plano cartesiano possui uma coordenada em relagéo ao eixo
das abscissas e uma coordenada em relacéo ao eixo das ordenadas.
e As coordenadas de cada ponto sédo representadas por um par ordenado (x,y).”
Também podemos destacar que ponto, reta e plano sdo nogdes primitivas
dentro da Geometria. Os conceitos geométricos sao estabelecidos por meio de
definicbes. As nocbes primitivas sdo adotadas sem definicdo. Como podemos
imaginar ou formar conceitos de ponto, reta e plano, entdo serdo aceitos sem

definicao.

Para assimilar as ideias e a fim de definir segmento e ponto médio de um

segmento, questionaremos os alunos sobre algumas ideias.
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Como fariamos para marcar o ponto (1,3) e o ponto (0,0)?

Segmento de reta: segmento de reta € definido como uma parte da reta, o qual esta

delimitada por dois pontos.

Logo, temos um segmento de reta que liga o ponto (1,3) ao ponto (0,0). E qual

seria 0 ponto médio desse segmento?

Ponto médio: o ponto médio de um segmento de reta € 0 ponto que separa o
segmento em duas partes com medidas iguais. Portanto, considerando M o ponto
médio do segmento AB, temos a seguinte expressdo matematica para determinar as

coordenadas do ponto médio de qualquer segmento no plano cartesiano:

xa+xb3/a+yb>
M =
(25

Assim, o ponto médio do segmento que liga o ponto (1,3) ao ponto (0,0) é

_(1+0 3+0>_(05 1,5)
2 ) 2 - w4 .

Seguidamente deixaremos um tempo para o0s alunos resolverem dois

exercicios de fixacao.
(20 minutos)

Exercicios de fixacao

1. Marque os pontos A = (2,3), B = (—2,5),C = (—3,-2) e D = (1,—4) no plano

cartesiano.
2. Encontre os pontos médios dos segmentos AB, BC, e CD.
(15 minutos)

Dando sequéncia a aula, apresentaremos o que sao pontos colineares e como

determinar se trés pontos dados sao colineares por meio do calculo do determinante.
Pontos Colineares: ponto colineares sao pontos que pertencem a uma mesma reta.

Para saber se os trés pontos séo colineares, optamos por primeiro construir a
matriz em que os elementos da primeira e segunda coluna séao as coordenadas x e y

de cada ponto, e a ultima coluna possui termos igual a 1. Dados trés pontos de
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coordenadas P; = (xq,y1), P, = (x3,y,)e P; = (x3,y3), Se esses trés pontos estao

alinhados, eles serdo colineares se:

x1 y1 1
det(A) =|x, y, 1| =
x3 y3 1

Caso o determinante det(A) seja diferente de 0, entdo esses pontos sao ditos nao

colineares.
Exemplo: Verifique se os pontos 4 = (3,2), B = (4,4) e C = (5,6) séo colineares.

Resolucao: Para verificar se esses pontos sdo colineares, primeiro montaremos o

determinante da matriz, substituindo cada linha pela abcissa e a ordenada de cada

ponto:
3 2 1
det(A) =4 4 1
5 6 1

Calculando o det(A), temos que

det(A)=3-4-1+2-1-5+1-4-6—-1-4-5-3-1-6—2-4 -1
det(A) =12+ 10 + 24 — 20 — 18 — 8
det (A) = 46 — 46

det (A) = 0

Logo, como det(A) = 0, 0os pontos A, B e C séo colineares.
(15 minutos)

Apoés este momento, explicaremos como calcular a distancia entre dois pontos

a partir de um exercicio. Em seguida, o corrigiremos no quadro.

A distancia sera encontrada utilizando o Teorema de Pitagoras, onde os catetos

dependem das diferencas entre abscissas e ordenadas. Ou seja, a distancia d seré:

d? = (xp —x0)* + (yg — ¥a)?

:d=\/(xB_XA)2+(yB_yA)2



75

Exercicio: O triangulo ABC possui as coordenadas A = (2,2), B=(-4,-6) e C =

(4,-12). Qual o perimetro desse triangulo?
Resposta:
Resposta correta: 10(v2 + 2)

1° passo: Calcular a distancia entre os pontos A e B.

dup = \/(XA —xp)*+ (Va4 — ¥5)?

dpp =2~ (=0)? + (2 — (=6))?
dap =(6)? + (8)%
dup = V36 + 64
dap = V100
dsz = 10

2° passo: Calcular a distancia entre os pontos A e C.

dac = (xa — %)% + (Va — ¥¢)?

dac =/(2 =% + (2 - (-12))?

dac = /(—2)2 + (14)2

dAC == V4‘ + 196
dAC ES VZOO
dAC = 10\/5

3° passo: Calcular a distancia entre os pontos B e C.

dpc = \/(xB —xc)? + (g — ¥c)?

dpc =/ ((=4) — 9?2 + (=6 — (—12))?

dpc =/ (—=8)? + (6)?
dpe = V64 + 36
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dBC = V100
dBC s 10

Podemos observar que o triangulo tem dois lados iguais dAB = dBC, sendo assim, o

triangulo € isésceles e seu perimetro é:
P = Lap + Lpc + Lyc
p =104+ 10+ 10v2

p=10(2+2)oup =20+ 10v2.
(40 minutos)

Posteriormente, apresentaremos a definicdo da equacédo geral e reduzida da
reta.

Equacéo geral da reta
Toda reta do plano cartesiano esta associada ao menos uma equacéao da forma
ax + by + c =0

em que a, b, c Sdo nameros reais, onde a # 0 ou b # 0 e (x,y) representa um ponto

genérico de r.
Exemplos de equacdes da reta escrita na forma geral:

e 2x+3y-10=0
e —x+y+4=0
e 2x+3y=0

Equacéao reduzida da reta

Dada a equacédo geral daretar, ax + by +c =0, se b # 0, temos:

by=—ax—c:>y=(—%)x+(—%)=>

y=mx+n
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Sé&o exemplos de equacdes lineares na forma reduzida:

e y=2x+1
e y=-3x
e y=4

e y=10—-100x (enfatizar que apesar do termo do lado direito estar em ordem
diferente, o “y” continua isolado, entdo pela comutatividade da adicéo, a
equacdo continua na forma reduzida e esta na forma y = b + ax.

Por outro lado, estas equacdes lineares nao estao na forma reduzida:

e 2x+3y=5
e y—3=2(x—-1)
e x=4y—-7
A forma reduzida é uma expressao que facilita a visualizacdo da reta no plano
cartesiano, em que
y2-y1 _ Ay

¢ O coeficiente angular ou inclinacédo da reta é dado por m = =—— =

xXy—x1  Ax
e A ordenada na origem (a intersecdo em y) € n. Por outras palavras, a reta
intercepta o eixo das ordenadas em (0, n).
Exemplo: Construa o grafico da reta y = 2x + 1.

Figura 10 — Esbocgo do graficoy = 2x + 1

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Fonte: Elaborado pelas autoras

Nesse momento, vamos mostrar os coeficientes angular e linear graficamente.
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Dando sequéncia, questionaremos os alunos sobre como encontrariamos a
equacao da reta se tivéssemos apenas dois pontos dela. Por exemplo, A = (0,1) e
B = (1,3).

Note que

Il
R w
I|I
olr
Il
SN RN
Il
N

E sabemos que uma equacéo da forma reduzida € do tipo y = mx + n. Logo,

basta descobrirmos o valor de n.

Para isso, vamos substituir um dos pontos A ou B e o coeficiente angular

encontrado. Escolhendo o ponto A para substituir, temos que
1=2.0+n=n=1.

Portanto, a equacgao da reta que passa pelos pontos A = (0,1) e B =(1,3) é

y = 2x + 1 como ja sabiamos.
(30 minutos)

Apos trabalharmos o estudo da reta, iremos realizar um jogo com 0s alunos

para aplicagéo dos conceitos.

Sera solicitado aos alunos que se dividam em grupos de quatro pessoas a fim
de realizar a dinamica “Stop da Geometria Analitica”. Sera entregue uma folha sulfite
para cada aluno registrar seu raciocinio e trés cartelas para cada grupo, todas viradas
para baixo. Para iniciar a dindmica, as estagiarias falardo “ja” e cada grupo deve
desvirar suas cartelas e tentar resolvé-las coletivamente. Quando um grupo terminar
deve gritar “stop” em voz alta. NOs analisaremos as resolugdes do grupo e se
estiverem corretas, o grupo vence uma rodada. O grupo vencedor de cada rodada
ganha um prémio. Ao final da dindmica, as folhas serao recolhidas e servirdo como
uma das ferramentas para avaliar a aprendizagem. Por fim, os alunos serao
questionados em quais cartelas seu grupo teve mais dificuldade e como fizeram para

resolvé-la. A partir dessas colocagdes, resolveremos algumas cartelas no quadro.
(35 minutos)

Por fim, caso sobre tempo, utilizaremos o0s conceitos trabalhados até o

momento para explicar e determinar a distancia entre ponto e reta.
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Distancia entre ponto e reta: A distancia entre um ponto e uma reta é calculada
unindo o préprio ponto a reta através de um segmento, que devera formar com a reta
um angulo reto (90°). Para estabelecer a distancia entre os dois necessitamos da

equacao geral da reta e da coordenada do ponto.

Estabelecendo a equacéo geral da reta s:ax + by + ¢ = 0 e a coordenada do
ponto P(x,,y,), cOnseguimos chegar a expressao capaz de calcular a distancia entre

O ponto P e areta s:

g= lax, + by, + c|

JZ+ b2

Exemplo: Dado o ponto A = (3,—6) e r:4x + 6y + 2 = 0. Estabeleca a distancia

entre A e r utilizando a expressao dada anteriormente.
Temos que:
x=3;, y=—6;a=4b=6ec=2

Logo, a distancia entre o ponto e a reta fornecidos € igual a

4.3+ 6(—6) + 2|
d: el
V42 + 62

L _12-36+2
= —
V16 + 36

22 /52
d=— .—=
V52 /52

d_22\/5_2_11\/5_2
52 26

Avaliagcdo: A avaliacdo ocorrerd de forma continua no decorrer da aula,
acompanhando a participacdo e interagcdo dos alunos nas atividades propostas,

resolucao dos exercicios e a partir das anota¢des da dinamica.
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Anexos
Anexo 1
Classificagao de sistemas lineares

Um sistema linear € um conjunto de equacgdes lineares, podendo ter varias
incognitas e varias equagbes. Existem varios métodos para resolvé-lo,
independentemente da quantidade de equacdes. Existem trés classificacées para um

sistema linear.

Sistema possivel determinado (SPD): ha apenas uma solugdo possivel para o

sistema. Para isso, o determinante principal do sistema deve ser diferente de 0.


https://descomplica.com.br/d/vs/aula/nocoes-de-geometria-analitica-distancia-perimetro-ponto-medio-e-baricentro/
https://descomplica.com.br/d/vs/aula/nocoes-de-geometria-analitica-distancia-perimetro-ponto-medio-e-baricentro/
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Sistema possivel indeterminado (SPI): ha infinitas solugbes para o sistema. Para
isso, o determinante principal do sistema deve ser igual a 0, e os determinantes

secundarios devem ser iguais a 0.

Sistema impossivel (Sl): ndo ha solug¢des para o sistema. Para isso, o determinante

principal deve ser igual a 0, e pelo menos um determinante secundario deve ser

diferente de O.
Esquema da classificagao de sistemas lineares

Figura 11 — Sistema de equacdes lineares
Sistema linear

Possivel: Impossivel: ndo
admite solucao admite solucdo

| Sl: sistema impossivel

[ ]

Determinado: Indeterminado:
solucao lnica infinitas solucées
SPD: sistema SPI: sistema
possivel e possivel e
determinado indeterminado

Fonte: Andrade, 2020.

Anexo 2
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Figura 12 — Plano cartesiano

1
IJ]—

]
-

1
(5J =

1
(5}

1

Fonte: https://www.shutterstock.com/pt/image-vector/cartesian-coordinate-system-plane-0-5-
1149181886

Segmento de reta: segmento de reta € definido como uma parte da reta, o qual esta
delimitado por dois pontos.

Ponto médio: O ponto médio de um segmento de reta € 0 ponto que separa 0
segmento em duas partes com medidas iguais. Portanto, considerando M o ponto
médio do segmento AB, temos a seguinte expressdo matematica para determinar as

coordenadas de M

xa+xb3/a+yb)
M =
(25

Exercicios

1. Marque os pontos A = (2,3), B=(-2,5), C =(-3,-2) e D = (1,—4) no plano

cartesiano.
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2. Encontre os pontos médios dos segmentos AB, BC, e CD.
Pontos colineares: sdo pontos que pertencem a uma mesma reta.

Dados trés pontos de coordenadas P; = (xy,v1), P, = (x3,¥,) € P; = (x3,y3). Eles

serao colineares se

X1 Y1 1
det(A) =|x, y, 1| =0.
X3 y3 1

Equacéo geral dareta: Toda reta r do plano cartesiano estd associada a pelo menos

uma equacao da forma
ax + by + ¢ =0

em que a, b, c sdo nimeros reais, onde a # 0 ou b # 0 e (x,y) representa um ponto

geneérico de r.

Equacdo reduzida da reta: Dada a equacao geral dareta ax + by +c =0,se b # 0,

temos que a equacéao reduzida da reta é

y=mx+n.

onde, m = (— %) é dito coeficiente anqular e n = (— %) é dito coeficiente linear.

8.2 Relatério
Relatorio 06/04/2024

No dia seis de abril de 2024, as 8h06 da manh3, iniciamos o quinto encontro
do Promat na sala A217, com 25 alunos.

Inicialmente, uma das estagiarias deu bom dia aos alunos, questionou como os
alunos tinham passado o feriado e na sequéncia corrigimos dois exercicios da lista da
aula anterior.

Na sequéncia, relembramos as formas de resolugéo de sistemas lineares e
entregamos o material de classificacdo da Regra de Crammer, pois ndo deu tempo

para trabalhar na aula anterior. Logo, realizamos a leitura do material com a
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participacdo dos alunos e explicamos a Regra de Crammer usando um exemplo,
relembrando conceitos trabalhados na aula anterior e relacionando as definicbes do
material entregue nesta aula. Neste momento, um aluno perguntou se “para encontrar
a solucao, sempre precisa calcular os determinantes secundarios”. Entao explicamos
que sim, pois este calculo é necessario para encontrar as solucdes para cada variavel
do sistema. Ao final do exemplo, disponibilizamos um tempo para os alunos copiarem
a resolucdo. Enquanto os alunos copiavam do quadro, entregamos o material com os
principais conceitos a serem trabalhados na aula.

Uma das estagiarias comegou o conteudo da aula questionando a turma sobre
a utilidade do plano cartesiano. Alguns alunos falaram suas ideias, como para marcar
os pontos e algumas outras opinides relacionadas a esta ideia, porém a maioria da
turma permaneceu em siléncio. Entdo, a estagiaria seguiu explicando sobre os
quadrantes e o sinal de cada eixo, segmento de reta, ponto médio e que o eixo x &
uma reta ordenada de pontos infinitos. Logo, os alunos realizaram 2 exercicios que
estavam no material entregue.

Em seguida, abordamos sobre pontos colineares dando exemplo ressaltando
que uma das formas de verificar se os pontos séo colineares, o determinante precisa
ser igual a zero. Ao final do exemplo, questionamos o que significaria se o
determinante fosse diferente de zero e os alunos concluiram que nao seriam
colineares. As estagiarias também explicaram que de acordo com a geometria, trés
pontos formam um triangulo.

Na sequéncia, comegcamos a trabalhar sobre a distédncia entre dois pontos que
nao sao paralelos e um aluno respondeu que poderia ser subtraindo o valor de x e y
dos pontos, entdo mostramos que a distancia que estaria calculando, seria a distancia
de segmentos que formariam um triangulo, entdo chegamos que o segmento formado
pelos pontos que queremos calcular a distancia, seria a hipotenusa deste triangulo e
que podemos calcular usando o Teorema de Pitagoras.

No segmento da aula, realizamos a generalizacdo usando o Teorema de
Pitagoras, substituindo as incégnitas b e c, pela diferenga entre os valores de x e os
valores y de dois pontos. Apos concluir a explicagao liberamos os alunos para o
intervalo.

Ao retornar, resolvemos um exemplo de como calcular o perimetro do triangulo

usando a distancia entre os pontos.
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Neste momento, um aluno questionou se poderia chamar AB de ponto médio.
Também questionaram se AB poderia ser chamada de semirreta. Entdo explicamos

as diferengas entre segmento, ponto médio e semirreta. Ainda teve um aluno que teve

duvida sobre fatorar a v/200.

Continuando, elucidamos o formato da equacao geral da reta e listamos alguns
exemplos no quadro, tendo a interagao dos alunos. Depois, pontuamos que mesmo
que esteja faltando algum termo, continua sendo a equagdo da reta, s6 que
incompleta. Posteriormente, mostramos como colocar uma equacgéao geral no formato
reduzido de forma genérica. Entdo, um aluno apresentou duvida relacionada ao termo
b, logo explicamos que deveria ser diferente zero para que possa ser realizada a
divisao.

Em seguida, apresentamos um exemplo de como construir um grafico a partir
da equacgao da reta dada e identificamos os coeficientes desta equacéo, relacionando
com a definigdo do material entregue anteriormente. Também explicamos o que
significa cada coeficiente da equagdo e como encontrar os coeficientes através do
grafico usando dois pontos. Ao final recapitulamos o que estava sendo abordada.
Durante as explicagdes, dois alunos dormiram.

Uma aluna questionou se a relagdo entre x e y € uma progressao geomeétrica
de ordem dois. Aproveitando o momento, outro aluno questionou o que era uma
progressdo geométrica. Entdo as estagiarias esclareceram as duvidas e depois os
alunos foram orientados para formarem grupos com quatro integrantes. Enquanto
isso, uma aluna questionou se daria para resolver a equacéao geral usando Bhaskara,
ent&do explicamos o motivo pelo qual ndo seria possivel realizar este tipo de resolucéo.
Seguindo, explicamos a dindmica e ao ver as cartelas, os alunos demonstraram ficar
um pouco assustados. Nisso, um aluno que é autista ndo quis participar da dinamica
e como avisamos que esta era a ultima atividade da aula, ele queria ir embora, mas
ressaltamos que nao poderiamos libera-lo tdo cedo sem ele apresentar uma
autorizacado dos seus responsaveis.

Ao decorrer da dinamica, a maioria dos alunos se empolgaram em resolver as
cartelas do Stop da Geometria Analitica. Os alunos que respondessem todas as
cartelas da rodada por primeiro falava “stop”. Inicialmente, a orientacdo passada foi
de: ao falar “stop”, todos os alunos deveriam parar de resolver as cartelas e esperar a

conferéncia ser realizada e caso as respostas estivessem corretas iniciariamos uma
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nova rodada, com outras cartelas, mas caso estivesse alguma resposta errada,
poderiam continuar resolvendo até que um grupo acertasse todas as respostas.
Porém, muitas vezes falaram stop e a resposta nao estava totalmente correta, entao
foi orientado que continuassem resolvendo, pois a conferéncia e o vencedor seriam
por ordem de falar stop. Como premiagéo, cada integrante do grupo vencedor da
rodada, ganhava um chocolate Bis.

Dessa forma, alguns alunos mesmo apds dar o horario do encerramento da
aula, quiseram continuar a resolver as cartelas para ganhar a premiacéo.
Disponibilizamos mais alguns minutos, mas para n&o se prolongar muito, decidimos

entregar a premiagdo mesmo sem concluirem, apenas pela tentativa.

9. Encontro 6

9.1 Plano de aula

Plano de aula — Encontro 6 — 13/04/2024

Estagiarias: Ana Alice de Souza, Meirielly Fernandes de Lima, Milena Maciel Roméo
e Stephany Amanda Parteka.

Pablico-alvo: Alunos inscritos no projeto de ensino e extensdo Promat.
Conteudo: Geometria analitica.

Objetivo geral: Compreender os conceitos que envolvem a geometria analitica e

desenvolver estratégias de calculo nos exercicios propostos.

Objetivos especificos: Ao se trabalhar com o conteldo indicado acima, espera-se

gue o aluno seja capaz de:

e Calcular a distancia entre ponto e reta;

e Conhecer e diferenciar as posicdes relativas entre duas retas, ponto e
circunferéncia e reta e circunferéncia,

e Calcular a distancia entre duas retas;

e Determinar a equacéo geral e reduzida de uma circunferéncia.

Tempo de execucdo: Um encontro com duracéo de 3 horas e 20 minutos.
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Recursos didaticos: Lousa, giz, caderno, lapis, borracha, celular, notebook, projetor,

GeoGebra e atividades impressas.
Encaminhamento metodoldégico:

Iniciaremos a aula questionando os alunos sobre os conceitos trabalhados no
encontro anterior e explicaremos que a aula desse sabado é uma sequéncia do
contetdo estudado anteriormente, ainda dentro da geometria analitica. A partir das
respostas, retomaremos a equacao geral da reta a fim de explicar como calcular a

distancia entre ponto e reta.

Equacao geral da reta: Toda reta do plano cartesiano esta associada a pelo menos

uma equacao da forma
ax + by + c =0

em que a, b, c S&40 numeros reais, onde a # 0 ou b # 0 e (x,y) representa um ponto

genérico de r.

Apresentaremos a definicdo de distancia entre ponto e reta no quadro e

resolveremos um exemplo com a participagdo da turma.

Distancia entre ponto e reta: A distancia entre um ponto P = (x,,Y,) € uma reta

s:ax + by + ¢ = 0 é dada por

g= lax, + by, + c|
T Vaz+b?

Nesse instante, vamos explicar que a distancia entre um ponto e uma reta é
calculada unindo o préprio ponto a reta através de um segmento, que devera formar
com a reta um angulo reto (90°). Este segmento pertence a uma reta que é
perpendicular a reta s. Para estabelecer a distancia entre s e P necessitamos da

equacdao geral da reta e da coordenada do ponto.

Exemplo: Dado o ponto A = (3,—6) e r:4x + 6y + 2 = 0. Estabeleca a distancia

entre A e r utilizando a expressao dada anteriormente.
Resolugéo:

Segundo as informac¢des do enunciado, temos que
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x=3;y=—6;a=4,b=6ec=2
Logo, a distancia entre o ponto A e areta r € igual a

14.346.(=6) + 2|
d= —

V42 + 62
d_|12—36+2|:>
V16 + 36
; |22] ; 22 /52 J 22/52 J 1152
=—d=——.—=d = =d= :
V52 V52 /52 52 26

(estimativa 20 min)

Seguidamente, vamos estimular uma discussao com a turma questionando os
alunos sobre como duas retas podem interagir no plano. Em outras palavras, quais
sdo as possibilidades de interagdo entre elas. Nesse momento, entregaremos um
material para cada aluno (Anexo 1) com as 3 trés posigdes relativas possiveis entre

duas retas e como calcular a distancia entre duas retas.

Com a participacdo da turma, vamos ler e explicar cada uma delas. Além disso,
para auxiliar na visualizagédo e assimilagdo dos conceitos, também projetaremos em

slides a representagao grafica de cada um dos casos.
Posicoes relativas entre duas retas no plano

Retas paralelas e coincidentes: Duas retas sao paralelas e coincidentes quando

todos os pontos da primeira também s&do pontos da segunda e vice-versa.

Também podemos dizer que duas retas coincidentes sdo, na realidade, uma Unica

reta.

Exemplo: a reta que passa pelos pontos (0,2) e (2,4) e a reta que passa pelos pontos

(4,6) e (6,8) sao coincidentes.

Pois, em ambos os casos a reta que passa pelos pontos € y = x + 2.
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Figura 13 — Exemplo de retas coincidentes

Fonte: Elaborado pelas autoras
Retas paralelas e distintas: Duas retas sdo paralelas e distintas quando nao
possuem nenhum ponto em comum em toda a sua extensdao. Uma propriedade
interessante sobre essas retas € que a distancia entre elas sempre sera a mesma,

independentemente do ponto escolhido para medi-las.

Exemplo: asretas y = 2x + 4 e y = 2x + 8 sdo paralelas.
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Figura 14 — Exemplo de retas paralelas e distintas

W

= o

Fonte: Elaborado pelas autoras

e Duas retas sdo paralelas se seus coeficientes angulares s&o iguais. Isto €,
m; = ms.

Retas concorrentes: Duas retas sao concorrentes quando possuem um unico ponto

de interseccdo. Retas concorrentes formam quatro dngulos, congruentes dois a dois.

Quando um deles mede 90°, as retas concorrentes sdo chamadas de perpendiculares.

Exemplo: asretasy = 2x + 4 e y = 6x + 4 sdo concorrentes no ponto (0,4), no entanto

nao sao perpendiculares.



91

Figura 15 — Exemplo de retas concorrentes e ndo perpendiculares

= : o

Fonte: Elaborado pelas autoras

Exemplo: asretas y=2x+4 ey = —%x + 4 sao concorrentes no ponto (0,4) e sao

perpendiculares.
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Figura 16 — Exemplo de retas concorrentes e perpendiculares

= = o

-4 2 0 2 4

@ f:y=2x+4

1
O g:y:7§x+4

Fonte: Elaborado pelas autoras

e Duas retas sao perpendiculares se o produto de seus coeficientes angulares é
igual a -1.

Neste instante, podemos destacar que quando duas retas sdo concorrentes, os

angulos formados podem ser classificados em adjacentes (ao lado) ou opostos pelo

vértice. Dois angulos opostos pelo vértice sdo congruentes e dois angulos adjacentes

sdo suplementares (soma ¢é igual a 180°).

Além disso, duas retas perpendiculares sempre sao concorrentes, mas nem

sempre duas retas concorrentes sao perpendiculares.

Também disponibilizaremos o} link do GeoGebra:

https://www.geogebra.org/classic?lang=pt para os alunos que tiverem interesse em

mexer e testar a plataforma. Quem n&o tiver acesso a internet ou celular disponivel

podera acompanhar pela nossa projegao.
(estimativa 40 min)

Posteriormente, apresentaremos, nos slides, como calcular a distancia entre

duas retas e aplicaremos em trés exemplos.


https://www.geogebra.org/classic?lang=pt
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Distancia entre duas retas
1° caso: se duas retas sao coincidentes a distancia entre elas é nula, por definigao.

2° caso: as duas retas sao concorrentes a distancia entre elas também é nula, por

definigao.

3° caso: se duas retas sdo paralelas por definicdo entdo a distancia entre elas se
resume a distancia entre um ponto qualquer de uma delas e a outra reta. Isto é, se

resume a distancia de ponto e reta ja estudada anteriormente e dada por

g lax, + by, + c|

VaZ+bZ
Exemplos:
1) Qual adistanciaentre asretasr:y=x+2es:—x+y—2 =07?
Resolucao:

As retas sdo y=x+2 e —x+y — 2 = 0sao coincidentes pois sdo a mesma reta
apenas escritas em formas diferentes (uma na forma reduzida e outra na forma geral).
Logo, d(r,s) = 0.

2) Qual a distanciaentreasretasr:y =2x+4es:y = —%x +47?

Resolugao:

Como ja vimos as retas r e s sdo perpendiculares e consequentemente, concorrentes.

Logo, d(r,s) = 0.
3) Qual é a distanciaentre asretasr:y =3x —4es:y =3x—7?
Resolugao:

Sabemos que a distancia entre duas retas se reduze a calcular a distancia entre um

ponto de uma e a outra reta.

O ponto P = (2,—1) pertence areta s:y = 3x + 7, pois se substituirmos P = (2,-1) =

(x,y) na equacgao da reta temos

—1=32)-7=-1=-1.
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Logo, a distancia entre duas retas se reduze a calcular a distancia entre
r:y =3x —4 e (2,—1) dada pela férmula

lax, + by, + c|

N

Escrevendo r na forma geral temos r:3x —y — 4 = 0, entdo
a=3,b=-1,c=—-4,xy=2ey,=-1
Portanto

3.2+ (DD + (D] _

d(P,r) =
) 32+ (—1)2
. )_|6+1—4|_ 3
=T R Tt vio
3 v10 3v10
AP === 10

(estimativa 20 min)

Dando sequéncia a aula, explicaremos uma das definicbes existentes para
circulo e circunferéncia. Neste momento, comentaremos que nao existe consenso

entre todos os autores.

Diferenga entre circulo e circunferéncia: o circulo é toda a area interna de uma

circunferéncia. Ja a circunferéncia é apenas o contorno de um circulo.

Posteriormente, apresentaremos formalmente a definicao de circunferéncia nos
slides e apresentaremos a equagao geral e reduzida da circunferéncia por meio de

um exemplo.

Circunferéncia: é uma figura geométrica constituida pelo conjunto de todos os pontos

igualmente distantes de um ponto fixo desse plano.

Em outras palavras, dado o ponto fixo O, um ponto A, pertencente a
circunferéncia C, possui a mesma distancia até O que um ponto B, também

pertencente a circunferéncia C, independentemente de quais sejam os pontos A e B.
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Essa distancia do ponto A até o ponto O (ou do ponto B até o ponto O) é
chamada de raio da circunferéncia e é indicada pela letra r. Ja o ponto O é o ponto

fixo mencionado na definicdo acima e é conhecido como centro da circunferéncia.
(estimativa 20 min)
Equacao reduzida da circunferéncia:

Seja uma circunferéncia com centro C = (a, b) e raio r, entdo a sua equagao

reduzida é:
(x-a)? + (y- b)*> = 1.
Equacgao geral da circunferéncia:

Note que existem dois quadrados da diferenca na equagdo e podemos

desenvolvé-los para encontrar a equagao geral da circunferéncia:
(x- a)* = x*- 2ax + d?
(y-b)* = y*-2by + b°
Substituindo na equagao, temos que:
x*- 2ax + a* + y*- 2bx + b* = 1*

Agora vamos passar o r* para o primeiro membro e reordenar os termos para

encontrar a equagao geral da circunferéncia:
x* + y*- 2ax- 2by + a* + b*-r* = 0.

Exemplo: Encontre a equagao geral e reduzida da circunferéncia de centro (—1,1) e

raio 2.
Temosentdoquea =-1,b = 1er = 2. Substituindo na férmula da equacao geral:
x> + y*-2ax-2by + a* + b*-1r* = 0
X+ y*-2-(-1)-x-2-1-y+ (-1D*+1*-22=0
Agora realizaremos a operagao até encontrar a equagao:
x4+ 9P+ 2x-2y+1+1-4=0

x>+ 9y +2x-2y-2=0
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Logo, a equacao geral dessa circunferéncia é: x* + y* + 2x- 2y -2 = 0.
Agora, para encontrar a equacao reduzida basta substituirmos na equacao:
(x+ 1%+ (y — 1)% = 22
x+1)2+(@y—-1?%=4.
(estimativa 40 min)

Posteriormente, entregaremos uma lista (Anexo 2) com as posigdes relativas
entre ponto e circunferéncia, reta e circunferéncia e duas circunferéncias. Vamos ler
e explicar as classificagdes com a participacao da turma. Ademais, as posi¢cdes serao

exemplificadas nos slides com imagens.

Por fim, entregaremos aos alunos uma lista de exercicios (Anexo 3), a fim de
aplicar os conceitos trabalhados no encontro. Enquanto isso, circularemos pela sala

tirando duvidas. Depois e de forma estratégica, corrigiremos as questdes no quadro.
(estimativa 20 min)

Avaliacao: A avaliacdo ocorrera ao longo da aula a partir do desenvolvimento das
atividades propostas e acompanhando a participagao e interagao dos alunos durante

as explicacoes e discussoes.
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Anexos:

Anexo 1
Posigoes relativas entre duas retas no plano

Retas paralelas e coincidentes: Duas retas sdo paralelas e coincidentes quando

todos os pontos da primeira também sédo pontos da segunda e vice-versa.

Também podemos dizer que duas retas coincidentes sdo, na realidade, uma unica

reta.

Exemplo: a reta que passa pelos pontos (0,2) e (2,4) e a reta que passa pelos pontos
(4,6) e (6,8) sédo coincidentes, pois nos dois casos a reta que passa pelos pontos é

y=x+2.

Retas paralelas e distintas: Duas retas sao paralelas e distintas quando nao
possuem nenhum ponto em comum em toda a sua extensdo. Uma propriedade
interessante sobre essas retas € que a distancia entre elas sempre sera a mesma,

independentemente do ponto escolhido para medi-las.

e Duas retas séo paralelas se seus coeficientes angulares sao iguais. Isto €, m; =
m,.

Exemplo: asretas y = 2x + 4 e y = 2x + 8 sdo paralelas.

Retas concorrentes: Duas retas sao concorrentes quando possuem um unico ponto
de intersecc¢do. Retas concorrentes formam quatro angulos, congruentes dois a dois.

Quando um deles mede 90°, as retas concorrentes sdo chamadas de perpendiculares.

Exemplo: asretasy = 2x + 4 e y = 6x + 4 sdo concorrentes no ponto (0,4), no entanto

nao sao perpendiculares.



98

Exemplo: asretasy=2x+4ey= —%x + 4 sao concorrentes no ponto (0,4) e sao

perpendiculares.

e Duas retas sdo perpendiculares se o produto de seus coeficientes angulares € igual
a-1.

Anexo 2
Posicoes relativas entre ponto e circunferéncia

Dada uma circunferéncia C, de centro O e raio r, e um ponto P = (x,,,), teremos as

seguintes posigdes relativas:

Ponto interno: o ponto P pertence a regido interna da circunferéncia sempre que a
distancia entre P e o centro O da circunferéncia € menor que o raio r. Em outras

palavras, sempre que d(OP) < r.

Ponto pertencente a circunferéncia: o ponto P pertence a circunferéncia sempre
que d(OP) =r.

Ponto exterior: um ponto P pertence a regido externa da circunferéncia sempre que
d(oP) > r.

Posigoes relativas entre reta e circunferéncia
Reta externa: a reta e a circunferéncia ndo possuem ponto em comum.
Reta tangente: a reta e a circunferéncia possuem apenas um ponto em comum.
Reta secante: a reta e a circunferéncia possuem dois pontos em comum.
Posicoes relativas entre duas circunferéncias
Circunferéncias disjuntas:

a) Disjuntas internas: as circunferéncias ndo possuem ponto em comum, e todos os

pontos de uma delas ficam na regido interior da outra.

b) Disjuntas externas: As circunferéncias ndo possuem ponto em comum, e todos os

pontos de uma delas ficam na regido exterior da outra.

Circunferéncias tangentes:
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i) Tangentes internas: as circunferéncias possuem apenas um ponto em comum e

todos os outros pontos de uma delas ficam na regido interna da outra.

i) Tangentes externas: as circunferéncias possuem apenas um ponto em comum e

todos os outros pontos de uma delas ficam na regido externa da outra.
Circunferéncias secantes: as circunferéncias possuem docis pontos em comum.
Anexo 3
Lista de exercicios

1.Sejamasretas: riy=2x+7,s:y = 2x-5,t:6x — 3y + 21 = 0, w:6x + 2y =

0. Descreva a posicéao relativa entre:
ajres
Resposta: As retas r e s sao paralelas e distintas.

Note que os coeficientes angulares das duas retas sao iguais, logo, elas sao paralelas.

Além disso sao distintas, pois suas equagdes sao distintas.
byret
Resposta: As retas r e t sao paralelas e coincidentes.

Colocando a reta t na forma reduzida: t:6x — 3y + 21 = 0= -3y = —-6x—21 =

6 21 . -
y = —_—’; -S>y = 2x + 7, logo, os coeficientes angulares da reta r e da reta s séo

iguais, assim, elas sao paralelas. Além disso, sdo coincidentes pois suas equacgdes

séo iguais (é a mesma reta).
C)seu

Resposta: As retas s e u sdo concorrentes.

Colocando a reta u na forma reduzida: u:6x+ 2y = 0=y = -~ =y =-3x

Utilizando sistema de equacgdes lineares, temos:

{y22x_5:>—3x=2x—5=>x=1=>y=—3

y =—3x

Logo, temos um ponto em comum entre as duas retas, assim, elas sao concorrentes.
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2. Paraquevalorde kasretasr:y = gx + 5es:kx — 6y + 1 = 0 sdo paralelas?

Resposta: k = 4.

A equacao reduzida de uma reta qualquer no plano cartesiano pode ser dada por uma
expressao na forma y = mx + n. Nesse caso, chamamos m de coeficiente angular

da reta.

O coeficiente angular de uma reta esta relacionado ao angulo formado pela reta, em
relacdo ao eixo x. Para determinar a posigao relativa de duas retas no plano, basta

analisar os coeficientes angulares:
As retas serdo paralelas se os valores dos coeficientes angulares coincidirem.
Escrevendo a equagao da reta s na forma reduzida
kx-6y +1=0=
6y =kx+1 =
k 1
y = gx + g
~ .« ;o 2 -
Temos entdo que o coeficiente angular da reta r € igual a ;€0 coeficiente angular da
L. k
reta s é igual a -

Portanto, r e s serdo paralelas se:

2k
3 6
2.6 = 3.k
k_12
3
k = 4

3. Obtenha a equacéo reduzida da reta r que passa pelo ponto P e é paralela a reta s

nos seguintes casos:
a)P = (-1,4)es:y = =5x + 2

Sabemos que a equacgao reduzida da reta € dada por y = mx + n.
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Assim, para obtermos a equacgéao reduzida da reta r, podemos observar alguns pontos:
Ela é paralela a reta s, logo, o seu coeficiente angular m, deve ser igual a —5.
m= -5

Outra observacao é que o ponto P pertence a reta r, logo, P deve satisfazer sua

equagdo. Dessaforma: 4 = -5x(-1)+n=4=5+n=>n=—-1.
Portanto, a equagao reduzida de r:y = —5x — 1.

b)P = (5,0)es:6x +3y —5 =0

Sabemos que a equacgao reduzida da reta é dada por y = mx + n.

Temos que a equacgao reduzida de s é:
3y=—6x+5:>y=—2x+§.
Assim, para obtermos a equagéao reduzida da reta r, podemos observar alguns pontos:
Ela é paralela a reta s, logo, o seu coeficiente angular m, deve ser igual a —2.
m= -2

Outra observacao é que o ponto P pertence a reta r, logo, P deve satisfazer sua

equacao. Dessa forma: 0 = =2 x (5) + n = n = 10.
Portanto, a equagao reduzida de r: y = —2x + 10.

4. Obtenha uma equacao geral da reta r que passa pelo ponto P e € perpendicular a

reta s nos seguintes casos:
a)P=(9,-1)es:y = 5x + 2

Primeiramente, como as retas r e s sdo perpendiculares, a multiplicacédo dos seus

.. ;o - . 1 .
coeficientes angulares € igual a —1, logo, o coeficiente angular de r sera — 7 Pois

—% .5 = —1. Assim, a equacgao de r & da forma

1
y=-—gx+n

Basta substituirmos o ponto dado para encontrar o valor de n.
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1—19
—1=—=(®+n

_ 4. 9_ 5,9_4
nE=ltE =557

Portanto, a equacéo reduzidade r:y = —%x + g.

Passando para a forma geral temos que

+ixty—=0
rtgxty-—¢=0

b)P = (-14)es:2x —y —1 =0

Primeiramente, vamos colocar s na forma reduzida para comparar os coeficientes

angulares,
sty=+2x—1
como as retas r e s sao perpendiculares, a multiplicacdo dos seus coeficientes
;o _ . 1 . 1
angulares € igual a —1, logo, o coeficiente angular de r sera — >, pois —~ 2 =-1
Assim, a equacgao de r é da forma

y=-zx+n

Basta substituirmos o ponto dado para encontrar o valor de n.

1
4=—=(-1
2( )+n

4 1 8 1 7
nErTITITT
7
n= 2.
Portanto, a equagao reduzidade r:y = —%x + %

Passando para a forma geral temos que
1 7
roxty-—o= 0.

c)P = 30)es:4x — 3y +1 =0
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Primeiramente, vamos colocar s na forma reduzida para comparar os coeficientes

angulares.

4 +1

Sy =—-XT—2
y=3%73
como as retas r e s sdo perpendiculares, a multiplicacdo dos seus coeficientes

;o .. ’ 3 . 3 4
angulares € igual a —1, logo, o coeficiente angular de r sera — 5 Pois —= .o = —1.

Assim, a equacgao de r é da forma

y=-—zx+n

Basta substituirmos o ponto dado para encontrar o valor de n.

3
0= —1(3) +n
_ 9
"=y
Portanto, a equagao reduzidade r:y = —zx + %

Passando para a forma geral temos que

3+ 9_0
rigxty—,=0

5. O centro de uma circunferéncia é o ponto médio do segmento AB, sendo A =

(4; -7) e B = (-8; -3). Se o raio dessa circunferéncia é 3, determine sua equagao.
Calculando o centro C através da equagao do ponto médio de um segmento:

Coordenadas A(4; -7) e B(-8; -3).

C—<_8+4-_3+(_7)

= 5 5 ) = (-2; -5).

De acordo com a lei de formagédo da equacdo de uma circunferéncia (x — a)? +
(y — b)? = r?, temos que de acordo com o ponto médio o centro da circunferéncia é
(=2; =5), isto e,

a=—-2eb=-5.Entao:
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(x+2)2+(y+5)?%=32
(x+2)?+ @ +5)?2=9
A equagcao da circunferéncia € dada por (x + 2)? + (y + 5)? = 9.

6. (PUC-SP) O ponto P = (3,b) pertence a circunferéncia de centro no ponto C =

(0,3) e raio 5. Calcule o valor da coordenada b.

A equacao reduzida da circunferéncia que possui centro €(0,3) eraio r = 5 é dada

por:
(x—0)2+(y—3)2=52>x?+(y—3)2=25
Sabendo que o ponto (3, b) pertence a circunferéncia, temos que:
324 (bh—-3)2=25=>(b-3)2=25-9=2bh-3=\16=2b=14+3>
b=4+3=70ub=-4+3=-1.
Logo, o valor da coordenada b pode ser —1 ou 7.

7. (FEI-SP) Determine a equacgao da circunferéncia com centro no ponto € = (2,1) e

que passa pelo ponto A = (1,1).

Sabendo que o ponto A = (1,1) pertence a circunferéncia e que o centro possui
coordenadas C = (2,1), temos que a distancia entre A e C € o raio da circunferéncia.

Dessa forma temos que d(4,C) = r:

d(4,0)=J(1-22+(1-1)2=V1+0=1.

Se o raio da circunferéncia é igual a 1 e o centro € dado por (2,1), temos que a

equacao da circunferéncia é dada por:
(x—2)2+@y-1?%=1.

8. Temos que duas circunferéncias de equagbes 1,: x> + y* = 16 e 1,:x* + y* +
4y = 0 s&o tangentes, isto é, possuem um ponto em comum. Determine a
coordenada desse ponto.

x?+y? =16

Resolver o sistema de equacdes: {
quae x>+ y?+4y =0
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Temos pela 12 equagio que x2 + y2 = 16, entdo:

16
x2+y2+4y=0=>16+4y=0=>y=—7=—4.

Assim, x>+ (—4)2 =16 >x2=16—-16 > x = 0.
Logo, o ponto de interseccao das circunferéncias é (0, —4).

9. Verifigue o posicionamento da reta r, dada pela equagdo 2x + y-1 = 0 em

relagdo a circunferéncia de equagdo x* + y* + 6x - 8y = 0.
Determinar as coordenadas do centro da circunferéncia é a medida do raio:
x2+y2+6x—8y=0=>x>+6x+y2—8y=0
Observe que em x2 + 6x precisamos fazer o completamento do trindémio:
x?+6x+9 = (x+3)?
E em y? — 8y completando o trindmio:
y* =8y +16 = (y —4)*
Entao, temos:

x*2+6x+y?—8y=0=>x24+6x+9+y?—-8y+16=9+16= (x+3)* + (y —4)?
=25

A equacao reduzida da circunferéncia € dada por (x —a)? + (y — b)? = r2. Sendo

assim,
Coordenadas do centro: (—3;4) = (xq, o)
Medida do raio: 5

Determinando a distancia entreocentroearetar:2x+y—-1=0

laxy + byg +c| [2*x(=3)+1*x(4)—1] [-6+4—-1] 3
d= = = > —=1.36
Va2 + b2 V22 + 12 V5 2.2

Temos que a distancia € menor que o raio, pois 1.36 < 5. Dessa forma, a reta é

secante a circunferéncia.
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9.2 Relatério
Relatorio 13/04/2024

No dia treze de abril de 2024, as 8h10, realizamos o sexto encontro do Promat
na sala A217, com 20 alunos. Cinco deles chegaram depois que iniciamos.

Comentamos, primeiramente, sobre o conteudo da aula passada, geometria
analitica, e que essa aula seria uma continuagao dela. Questionamos aos alunos o
que acharam da dinamica feita no ultimo encontro, o jogo stop. A maioria disse que
encontrar a resposta de algumas cartelas foi desafiador, mas eles se divertiram e
sanaram muitas duvidas. Eles também responderam que a maior dificuldade foi
encontrar a equacgao da reta a partir do grafico e a maior facilidade foi verificar se trés
pontos eram colineares por meio do calculo do determinante.

Para o inicio do conteudo, retomamos alguns conceitos sobre a equagao da
reta, para explicar sobre como calculamos a distancia entre ponto e reta. Escrevemos
um exemplo com a féormula no quadro, e chegamos em um momento em que
perguntamos aos alunos sobre multiplicar a fragdo para tirar a raiz do denominador,
ou seja, o processo de racionalizar. Um aluno respondeu, mas sem convicgao, e
explicamos que n&o é conveniente ter numeros irracionais no denominador de uma
fracdo e mostramos como fazemos isso. Ainda no exemplo, questionamos sobre o
modulo da férmula e como o resolvemos. O mesmo aluno dessa vez explicou
corretamente como calcular, dizendo que o mddulo indica um valor positivo pois
estamos abordando distancia.

Dando sequéncia, explanamos sobre as posi¢oes relativas entre duas retas,
fornecendo o material impresso em que descrevia cada caso e projetando os slides
para melhor visualizagdo de cada um. Voltamos a comentar sobre a distancia entre
ponto e reta, explicando a representacao grafica presente no slide. Acreditamos que
essa foi uma das causas que, mais tarde, levou a confusdo dos alunos com as
fébrmulas na lista de exercicios, pois regressamos a um conceito anteriormente
exposto no meio da explicagcéo de outro.

Seguidamente, abrimos e projetamos a interface do Geogebra para mostrar
quando duas retas sao coincidentes. Mostramos algumas fung¢des e ferramentas que
o software possui e disponibilizamos o link para que os alunos interagissem com ele
também. Como eles ndo tinham conhecimento de como usar as ferramentas ou a

caixa de texto, a interagdo ndo durou muito tempo.
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Explicamos os demais casos de posigao relativa entre duas retas com as
representagdes nos slides e usamos um exemplo em quadro de como calcular a
distancia entre duas retas.

Até esse momento os alunos estavam silenciosos e pouco participativos,
apresentavam apatia e, aparentemente, dois deles estavam sonolentos. Na maioria
das vezes, apenas dois alunos respondiam os questionamentos feitos por nds, por
exemplo, quando perguntamos sobre como encontramos o0 ponto em comum entre
duas retas concorrentes, referenciando um dos encontros passados (quarto encontro)
em que abordamos sistemas lineares.

O intervalo ocorreu das 09h39 as 10h06. Os alunos voltaram do intervalo
aparentemente mais despertos.

Para essa segunda parte da aula, comegamos a apresentar sobre a
circunferéncia e o circulo e como diferencia-los. Destacamos que nao existe um
consenso entre autores sobre as definicdbes de cada um. Escrevemos as equagdes
geral e reduzida da circunferéncia no quadro e utilizamos um exemplo de como
encontra-las dado o centro e o raio. A maioria dos alunos ja tinham visto essas
equacdes na escola, mas nao recordavam como eram as férmulas. Informamos que
todo esse conteudo aparecia com bastante frequéncia em provas do Enem e
vestibulares, pois abordava tanto o visual quanto a interpretagédo do participante.

Apos isso, comentamos sobre as posicoes relativas entre ponto e
circunferéncia, entre reta e circunferéncia e entre duas circunferéncias, com uma
participacdo mais ativa dos alunos. A exposi¢gdo dos casos por meio dos slides
forneceu uma visdo mais clara aos alunos, que estavam fazendo anotagdes sobre.

Os ultimos trinta minutos de aula ficaram reservados para os alunos colocarem
em pratica o que expomos nessa aula e resolver a lista de exercicios. Entretanto,
mesmo apos uma breve leitura coletiva e explicagdes, os alunos ndo estavam muito
entusiasmados para iniciar e comegar a resolver.

Estivemos caminhando pela sala para auxilia-los em possiveis duvidas e
percebemos que alguns alunos tinham bastante dificuldade com a transformacao de
uma forma de equacéao para outra, conteudo trabalhado no ultimo encontro. A lista de
exercicios abordava conteudo da aula passada também, entdo acreditamos que os
alunos estavam se confundindo com as diversas formulas e na interpretacdo do que

se pedia no exercicio.
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Com o final da aula se aproximando nao foi possivel realizar a corregao coletiva
dos exercicios visto as dificuldades dos alunos. Assim, pensamos ser melhor fazer a
corregdo no proximo encontro, mas informamos a todos que forneceriamos a

resolucdo ao longo da semana.

10. Encontro 7

10.1 Plano de aula

Plano de aula — Encontro 7 — 20/04/2024
Pablico-alvo: Alunos inscritos no projeto de ensino e extensdo Promat.
Conteudo: Trigonometria.

Objetivo geral: Compreender os conceitos que envolvem trigonometria e desenvolver

estratégias de calculo nos exercicios propostos.

Objetivos especificos: Ao se trabalhar com o contetdo indicado acima, espera-se

gue o aluno seja capaz de:

* Relacionar triangulos as relacdes trigonométricas;
* Calcular e diferenciar as relages trigonométricas;
* Determinar soma e subtragao de arcos;

* Relacionar e converter as unidades de medidas de angulos.

Tempo de execugao: Um encontro com duragéo de 3 horas e 20 minutos.

Recursos didaticos: Lousa, giz, caderno, lapis, borracha e atividades impressas,

baralho do jogo Pife trigonométrico.
Encaminhamento metodologico:

Iniciaremos o encontro questionando os alunos a respeito da lista de exercicios
sobre o conteudo de geometria analitica entregue na aula anterior, pois percebemos
muitas duvidas durante sua resolucdo. Com acesso a resolucdo da lista (que foi
fornecida durante a semana), esperamos que os discentes possam ter comparado 0s
resultados e fixado os conceitos. De toda forma, resolveremos trés dos exercicios

propostos no quadro.
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1.Sejamasretas: ry=2x+7,s:y = 2x-5,t:6x — 3y + 21 = 0, w:6x + 2y =

0. Descreva a posicao relativa entre:
ajres
Resposta: As retas r e s s&o paralelas e distintas.

Note que os coeficientes angulares das duas retas sdo iguais, logo, elas sao paralelas.

Além disso sao distintas, pois suas equacgodes sao distintas.
byret
Resposta: As retas r e t sdo paralelas e coincidentes.

Colocando a reta t na forma reduzida: t:6x — 3y + 21 = 0= -3y = —6x—21 =

6X 21

y=-—5-52Y= 2x + 7, logo, os coeficientes angulares da reta r e da reta s séo

iguais, assim, elas sao paralelas. Além disso, sdo coincidentes pois suas equagdes

sdo iguais (é a mesma reta).
C)seu

Resposta: As retas s e u sdo concorrentes.

Colocando a reta u na forma reduzida: u:6x+ 2y = 0=y = -2y = —3x.

Utilizando sistema de equacdes lineares, temos:

=2x —
{y x 5=>—3x=2x—5:x=1:y=—3

y = —3x

Logo, temos um ponto em comum entre as duas retas, assim, elas sao

concorrentes.

3. Obtenha a equacéo reduzida da reta r que passa pelo ponto P e é paralela areta s

nos seguintes casos:

a)P = (-1,4)es:y = =5x + 2

Sabemos que a equacgao reduzida da reta é dada por y = mx + n.

Assim, para obtermos a equacéao reduzida da reta r, podemos observar alguns pontos:

Ela é paralela a reta s, logo, o seu coeficiente angular m, deve ser igual a —5.
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m = —5
Outra observacédo é que o ponto P pertence a reta r, logo, P deve satisfazer sua
equacdo. Dessaforma: 4 = -5*(-1)+n=4=5+n=>n=—1.
Portanto, a equacéao reduzida de r:y = —5x — 1.

4. Obtenha uma equacgao geral da reta r que passa pelo ponto P e é perpendicular a

reta s nos seguintes casos:

a)P= (9,-1)es:y = 5x + 2

Primeiramente, como as retas r e s sao perpendiculares, a multiplicacdo dos seus
coeficientes angulares € igual a —1, logo, o coeficiente angular de r sera —%, pois

—§ .5 = —1. Assim, a equacgao de r é da forma

y=-—gx+n

Basta substituirmos o ponto dado para encontrar o valor de n.
1= ! 9 +
~1=-c@+n

05,9 ¢
n= 5 5'5 &5

Portanto, a equacéao reduzidade r:y = —ix + g.

Passando para a forma geral temos que

lery-Zo0
ritcx+ty—c-=0.

Dando sequéncia, para trabalhar o conteddo desse encontro, comecaremos a
abordar trigonometria perguntando aos alunos o que eles lembram/sabem sobre o
assunto. Com as respostas, explicaremos que a trigonometria estuda as relagbes

entre os lados de um triangulo e os seus angulos.

Assim, demonstraremos no quadro como funciona a trigonometria em um

tridngulo retangulo.

Trigonometria no triangulo retangulo
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Dado um angulo agudo B, vamos marcar sobre um de seus lados os pontos

Ay, A, As, ... € vamos conduzir, por eles, as perpendiculares A;C;,A,C,, A3Cs, ...

(conforme figura abaixo).

Figura 17 — Tridngulos retangulos semelhantes

Fonte: lezzi (2013)

Os triangulos BA,C,,BA,C,, BA;C5 ... sdo todos semelhantes entre si. Entao

decorrem as seguintes relacoes:

A;C;  ACp  AzCs
BC, BC, BC;

(fixado B, o cateto oposto a B e a hipotenusa sdo diretamente proporcionais)

BA;, BA, BA;
BC, BC, BC;

(fixado B, o cateto adjacente a B e a hipotenusa s&o diretamente proporcionais)

A1C AGy  AzC
BA, BA, BA;

(fixado B, os catetos oposto e adjacente a B s&o diretamente proporcionais)

BA, BA, BA; _
MGy AC, AsCs

(fixado B, os catetos adjacente e oposto a B s&o diretamente proporcionais)

Essas relacdes ndo dependem do tamanho dos triangulos ABA,C,, ABA,C,,

ABA,C;, ... mas dependem apenas do valor do angulo B.
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Por meio dessas relacdes, apresentaremos 0s conceitos de seno, cosseno e

tangente.
Seno, Cosseno e Tangente

Considere o triangulo retangulo:

Figura 18 — Tridngulo retangulo ABC
C

Fonte: lezzi (2013)
Fixando um angulo agudo B, temos as seguintes relacdes:

1) Seno de um angulo € a raz&o entre o cateto oposto ao angulo e a hipotenusa.

~ co b
sen B = =

HIP a
2) Cosseno de um angulo agudo € a razao entre o cateto adjacente ao angulo e a

hipotenusa.

B = CA _c
COSE=HIP T 4

3) Tangente de um angulo agudo é a razdo entre o cateto oposto ao angulo e o cateto

adjacente ao angulo.

t B’—CO
9% =tca

Faremos um exemplo no quadro de como calcular os valores de seno, cosseno

e tangente.

Exemplo 1: Dado o triangulo ABC, retangulo em A, calcule sen B, cos B, tg B.
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Figura 19 — Tridngulo retangulo exemplo 1

C
g 15
A 12 8
Fonte: lezzi (2013)
s_C0 _9 3_
SN e =HPT15 5
p_CA_12_4_
COSE=HPT15 T 5
t 3—60—9—3—075
IP=a" 12 2" "

Exemplo 2: Um avido levantou voo, formando um angulo de 20° com o solo, e atingiu
uma altura de 1368 metros. A distancia percorrida pelo avido, em metros quadrados,

foi de:
(Use: sen 20° = 0,342; cos 20° = 0,94, tg 20° = 0,364)
Resolucao:

Primeiro construiremos a imagem que representa a situagao:

Figura 20 — Tridngulo exemplo 2

1368m

A 20° c

Fonte: https://exercicios.mundoeducacao.uol.com.br/exercicios-matematica/exercicios-sobre-razoes-
trigonometricas.htm#resposta-7001

A razao trigonométrica que relaciona cateto oposto e hipotenusa é o seno, entao,

temos que:

sen 20°= 1368
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1368
X

0,342 =

0,342 x = 1368

1368

= 2% . 3886
X =0.352 m

Angulos

Dando continuidade, apresentaremos os angulos notaveis (30°, 45° e 60°), que
sdo angulos de destague na geometria e trigonometria por aparecerem com

frequéncia em problemas matematicos.

Razdes trigonométricas dos angulos notaveis

Vamos obter as razdes trigonométricas dos angulos notaveis. Para isso,
comentaremos sobre uma parddia considerada um macete matematico para construir

a tabela com as razdes trigonométricas dos angulos notaveis.
Observacdo: Canta-se com a entona¢cédo da musica Tindolelé, de Xuxa.

“Todo mundo um, dois, trés
Um, dois, trés
Todo mundo trés, dois, um
Trés, dois, um
Todo mundo sobre dois
Todo mundo sobre dois

Raiz no numerador onde ndo tem um”.
“A tangente é diferente vejam s6 vocés
raiz de trés sobre trés, um, raiz de trés”.

Complementaremos dizendo que, para encontrar os valores da tangente,
devemos calcular seno sobre cosseno. Abaixo esta a tabela completa dos angulos

notaveis.

Tabela trigonométrica dos angulos notaveis
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Figura 21 — Tabela dos angulos notaveis

Angulos 30° 45° 60°
Seno 1 E E
2 2
Cosseno ﬁ E 1
2 2 2
Tangente g 1 V3

Fonte: Elaborado pelas autoras

Em seguida, proporemos o jogo Pife trigonométrico, a fim de trabalhar com

as relacdes entre angulos, relacbes trigonométricas e triangulos.
Pife trigonométrico — Regras do jogo e como jogar:

e O jogo é composto por um baralho com 49 cartas (Anexo 1);

e Pode ser jogado por grupos de 2 a 6 pessoas;

¢ Um jogador deve embaralhar as cartas e um outro jogador deverda distribuir as
cartas;

e S&o seis cartas para cada participante (sugestao de distribuicdo: uma carta por
vez para cada jogador);

e Das seis cartas recebidas, cada jogador deve formar duas trincas, de razdes
trigonométricas equivalentes. Exemplo: caso o jogador faca um jogo com as
razdes do seno 30°: a medida do cateto oposto (30°) dividido pela medida da
hipotenusa = 30° = %;

e A carta triangulo (com angulos de 30°, 60° e 90°) serd um coringa da razao
acima, podendo substituir uma carta, assim completando a terna.

e O jogador que fizer dois trios ou um trio e relacionar as outras quatro cartas

primeiro soma um ponto. Ganha aquele jogador que fizer cinco pontos primeiro.
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Durante a realizacdo do jogo, caminharemos pela sala de aula para sanar

possiveis duvidas no decorrer da interacdo dos alunos com as cartas.

Depois de finalizado o jogo, questionaremos aos alunos o que acharam sobre,
se gostaram dessa variacdo de um jogo muito conhecido de cartas, quais as
dificuldades, facilidades e se, através dele, os auxiliaram a compreender o conteudo

exposto.
Seguindo adiante, apresentaremos o conceito de arco.
Arcos

Dados dois pontos A e B em uma circunferéncia, tomemos um terceiro ponto

entre elas denotado por P, e um quarto ponto P’:

Figura 22 — Arco de circunferéncia

A

P
P!

B

Fonte: Manual do Enem (2022)

A circunferéncia foi dividida em duas regiées: aquela de A até B que contém P,
e a outra de A até B que contém P’. Para tais regides damos os nomes de arcos da
circunferéncia. Neste caso, temos os arcos APB e AP’B. Os pontos A e B sao os

extremos do arco.
Soma e subtracdo de arcos

Conhecendo-se as relacdes trigonométricas dentro de dois arcos (a e b), as

operacdes de soma e subtracdo podem ser efetuadas a partir de algumas férmulas.
Seno da soma e subtracdo entre arcos:
sen(a+ b) =sena-cosb + sena-cosh

sen(a —b) =sena-cosbh —sena-cosbh



Cosseno da soma e subtracdo entre arcos:
cos(a+b) =cosa-cosh —sena-senb
cos(a —b) =cosa-cosh +sena-senb

Tangente da soma e subtracao entre arcos:

tga+tghb
t b) =
g(a+Db) 1—tga-tgh
tga—tgb
t —-b) =
ga=b 1+tga-tgh

Faremos um exemplo no quadro sobre soma e subtracéo de arcos.
Exemplo: Se a = 30° e b = 45°, vamos calcular:
a) sen(a + b)
b) sen(a — b)
c) cos(a + b)
Resolucao:

sen(30° + 45°) = sen 30° - cos 45° + sen 45° - cos 30°

N 273 4

VIR VI G IV
2 2 B

N =

sen (30° — 45°) = sen 30° - cos 45° — sen 45° - cos 30°

_1V2 V2 V3 V2 VB_V2-6

2 2 2 2 4 4 4

cos(30° + 45°) = cos 30° - cos 45° — sen 30° - sen 45°

_Y3 2 12 V6 V2_V6-2

2 2 2 2 4 4 4

Em seguida, apresentaremos as unidades de medida utilizadas

representar os angulos.

Unidades de medidas
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para
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As unidades mais utilizadas para medir angulos sdo o grau e o radiano.

Escreveremos ambas as definicées no quadro.

Definicdo de grau: Um grau (simbolo: °) corresponde a medida de um arco cujo
. s . 1 . . ~ . 7
comprimento € igual a s do comprimento da circunferéncia que esta sendo

considerada.

Definicdo de radiano: Um radiano (simbolo: rad) corresponde a medida de um arco

gue tem 0 mesmo comprimento do raio da circunferéncia que esta sendo considerada.

Comentaremos que, considerando uma circunferéncia cujo raio tenha medida
r, como o comprimento dessa circunferéncia é 2nr, podemos obter sua medida x, em

radiano, por meio de uma regra de trés:
Medida do arco ---- Comprimento do arco
1rad r

X 21T

Além disso, explicaremos que uma medida em radiano € equivalente a uma
medida em grau se ambas forem medidas de um mesmo arco. Por exemplo, 27 rad

€ equivalente a 360°, pois sdo medidas de um arco de uma volta completa.

Vamos utilizar um exemplo no quadro para mostrar como fazemos a conversao

de grau para radiano e vice-versa.
Exemplo: Como converter 150° para radianos? E de radianos para graus?
Resolucao: Fazendo por regra de trés, temos:

150° - x rad

180° = mrad

1507 _ 5m

xrad=—180 =%

Para voltar, transformar de radianos para graus, substituimos 1 = 180°:

5n_5-180_5 20 = 150°
6 6 N
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Posteriormente, entregaremos uma lista de exercicios (Anexo 2) aos alunos
para pratica e fixacdo dos conceitos trabalhados no encontro. Enquanto isso,
circularemos pela sala de aula para auxilid-los e tirar davidas. A correcdo dos

exercicios se dara no proximo encontro.

Avaliacao: A avaliacdo ocorrera ao longo da aula a partir do desenvolvimento das
atividades propostas e acompanhamento da participacdo e interacdo dos alunos

durante as explicacdes e discussoes.
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Anexos
Anexo 1
Figura 23 — Cartas do bife trigonométrico
("« =600 V3 a = 60° (1 ) (ﬂ:45° ) [cx:45° \
ca.x \/§ senaoa 1 ca.a ca.a
hip. cos « hip. Co.x
N @ =60 v e \_ 1 J k a=45“) \_ cr:45°)
o ) =Y ) (F )
z
N l co.a Cco.
. ‘ c V2
- ™ o] 4=, 1 e
b b c b ° b ° c hlp. Ca. a 2
- - - - B vZ
\ @ b a / \ @ bﬁ \_ a:45) 0:45°) \_ 7)
b <
h ,
N
b
b c

Fonte: Zeferino (2015)

120



121

Figura 24 — Cartelas jogo

(- a5 ™ (o= a5 ) ("o — ase ) @=30 @=s
1 sen«a
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tgx cosa
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(- 30° ) 1 N\ = ) (=30 ) a =30
1 ca.a ca.a
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@= 60 “ (n:ﬁﬂ: \ o = 60°
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sen « tga sena hip.
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Fonte: Zeferino (2015)
Anexo 2

Lista de Exercicios

1. Sabemos que a medida de 180° equivale a m radianos. Determine qual valor em
radianos corresponde a 1° e, também, qual valor em graus é correspondente a 1

radiano.

Resolucéao:
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Primeiramente, vamos utilizar regra de trés simples para fazer a transformacéo de 1°

em radianos:

180° mrad
1° x
180x=1m
T
180

Podemos ainda estabelecer um valor aproximado se considerarmos que w = 3,1415

3,415
*="180
x = 0,01745.

Novamente utilizando regra de trés, vamos verificar qual € a medida em graus que

corresponde ao valor de 1 rad:

180°  mrad
x___ lrad
mx = 180
180
y=
x = 57,29,

2. Determine, em radianos, a medida do angulo formado pelos ponteiros de um relégio
as 4 horas.

Resolucéao:
Se uma volta no relégio possui 360°, temos que 360/12 = 30°, ou seja, a cada hora o
ponteiro das horas anda 30° graus. Para 4 horas temos 4 - 30° = 120°.
Fazendo por regra de trés, temos:
120° - x rad

180° -» w rad
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12071 2T
xrad = — = —,
180 3

3. No AABC, retangulo em A, B = 35° e ¢ = 4 cm. Calcule os valores de a e b.

Figura 25 — Tridngulo retdngulo exercicio 3

Fonte: https://brainly.com.br/tarefa/14991859

Resolucgao:
Para encontrar a, que € a hipotenusa, podemos calcular da seguinte maneira:

adj

cat
cos 35° =

4
= 0,8192 = p =>a = 4,8828

~ 10,8192
Para encontrar b, que é o cateto oposto em relacdo ao angulo de 35°, podemos

calcular da seguinte maneira:

cat op
cat adj

tg 35° = = 0,7002 = g = b = 2,8008.

4. Uma pessoa com 1,75 m de altura e que se encontra a 20 m da base de um edificio
V€ 0 ponto mais alto dele sob um angulo de 50°. Qual a altura aproximada do edificio?

Resolucgao:
co
tg 50° = A = 1,1917.20 = CO = CO = 23,834 m.

Logo h = 23,834 + 1,75 = h = 25,584 m.

5. Joao trabalha em um prédio e todos os dias tem que subir uma escada de 8
degraus, que tem aproximadamente 2 metros de comprimento e 30 graus de

inclinag&o. Determine a altura de cada degrau.

Resolucao:
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catop h
=—>
hip 2

Se a altura da escada é de 1 m e ela possui 8 degraus, entéo dividindo a altura por 8

sen 30° =

encontramos a altura de cada degrau.

Degrau = g = é = 0,125 m.

6. Se a = 60° e b = 45°, calcule:

a) sen(a + b) c) cos(a + b)
b) sen(a — b) d) tg (a —b)
Resolucao:

a) sen(60° + 45°) = sen 60° - cos 45° + sen 45° - cos 60°
VENZ NI 1 VB VI _\B+v2

2 272277 4
b) sen(60° — 45°) = sen 60° - cos 45° — sen 45° - cos 60°

V3 V2 ﬁ1:@_ﬁzﬁ—ﬁ

2 2 2 2 4 4 4
) cos(60° + 45°) = cos 60° - cos 45° — sen 60° - sen 45°

_1V2 B VZ_VZ VB_V2-6

2 2 2 2 4 4 4

tg 60°—tg 45° _ 3-1 _ V3-1

d) tg(60° — 45°) = 14tg 60°tg 45°  14+V3-1  1+V3

Desafio: Pedro, localizado a 8 metros do chéo, esta observando o prédio vizinho ao
seu. Sabendo que a sua distancia para o prédio vizinho é de 8 m e entre as duas
estruturas forma-se um triangulo, cujo angulo ABC é de 105°, determine a altura do
prédio que Pedro esta observando.



Figura 26 — Desafio
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Fonte: https://www.professorjanildoarantes.com.br/2022/06/trigonometria-pedro-localizado-8-
metros.html

Resolucao:
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No desenho, ao efetuarmos a projecdo do ponto B no prédio que Pedro esta

observando, dando a ele o nome de D, criamos o tridngulo isosceles DBC.

O triangulo isOscele possui dois lados iguais e, portanto, DB = DC = 8 m.

Figura 27 — Resolucao desafio

>

-
-
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Fonte: https://www.professorjanildoarantes.com.br/2022/06/trigonometria-pedro-localizado-8-
metros.html

Utilizando a funcéo tangente:

8
— A=1 .
CA=>C 3,86m

tg 30°

A altura do prédio representa a distancia entre os vértices A e C, sendo assim
AC =13,86 +8 = AC = 21,86 m.

Portanto, a altura do prédio é de 21,86 m.
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10.2 Relatério
Relatorio 20/04/2024

Iniciamos o encontro na sala A217 as 8h06, com a presenca de 19 alunos. Na
ultima aula ja haviamos notado certa dificuldade na resolugao da lista de exercicios
sobre geometria analitica. Além disso, quando questionamos se a turma havia
resolvido os exercicios em casa e comparado com as resolu¢gdes que enviamos, todos
responderam que nao. Portanto, optamos por resolver trés dos exercicios no quadro
de modo a retomar alguns conceitos. Alguns alunos nao tinham vindo na aula anterior,
entdo entregamos as copias das listas que sobraram.

A estagiaria Ana corrigiu o exercicio 1 questionando os alunos sobre as
classificagdes das retas no plano. Nesse momento, dois alunos responderam
corretamente como saber se duas retas sdo paralelas. Logo apds, a estagiaria
Stephany corrigiu a letra a) dos exercicios 3 e 4 de forma investigativa. Durante a
corregcédo, percebemos dificuldade com a matematica basica, por exemplo, em
manipulagdes algébricas de equagdes do primeiro grau. Apesar disso, os alunos se
mostraram bastante participativos.

Dando sequéncia a aula, a estagiaria Meirielly iniciou as explicagdes sobre o
conteudo de trigonometria definindo as relagdes de propor¢ao. Um dos lados da turma
estava mais silenciosa e o outro mais participativo. Apdés as explicagoes,
apresentamos a musica do seno, cosseno e tangente e cantamos com a turma. Nesse
momento, os alunos se animaram e aparentemente todos cantaram junto. Para a
aplicacdo das razdes trigonométricas, as estagiarias Ana e Milena fizeram dois
exemplos, que também teve boa participagéo da turma e alguns sussurravam entre si
que tinham entendido.

Posteriormente, apresentamos a tabela trigonomeétrica dos angulos notaveis e
ensinamos mais uma musica para a turma nao esquecer dos valores. Os alunos
novamente nos acompanharam na cantoria, de forma que recebemos um &étimo
feedback desse tipo de proposta no ensino.

Mais adiante, dividimos os alunos em cinco trios e um quarteto para a
realizacéo do “Pife trigonométrico”. De inicio precisamos auxiliar bastante os alunos,
pois tiveram dificuldade em compreender como jogar. Com o passar do tempo foram
pegando o jeito. Ao final da dinamica todos os grupos tiveram pelo menos um

vencedor e um dos grupos teve trés, isto €, conseguiu jogar trés vezes. Além disso,
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cada vencedor ganhou um chocolate (bis) como prémio. Percebemos que a dindmica
foi positiva uma vez que os alunos conseguiram aplicar e fixar os conceitos vistos na
aula de forma pratica e interativa.

Na sequéncia, entregamos um material para os alunos e explicamos a definigao
de arco e angulo central com alguns exemplos. Também explicamos as unidades de
medida dos angulos e como converter graus em radianos e vice-versa. Durante o
exemplo da estagiaria Stephany, a docente Francieli complementou nossa explicagcao
apresentando porque o m € relacionado com o angulo de 180°. Para isso, utilizou a
lousa, régua e compasso. Os discentes demonstraram terem gostado da explicagao
e obtido mais clareza.

Ao final da aula, entregamos aos estudantes uma lista de exercicios sobre os
conceitos trabalhados no encontro, principalmente envolvendo as razodes
trigonométricas e conversdes entre as unidades do angulo. Enquanto isso, circulamos
pela sala de aula tirando duvidas. Nesse instante, varios alunos solicitaram nossa
ajuda, porém como nao restava muito tempo de aula foi possivel resolver apenas as

primeiras questodes.

11. Encontro 8

11.1 Plano de aula

Plano de aula — Encontro 8 — 27/04/2024
Publico-alvo: Alunos inscritos no projeto de ensino e extensdo Promat.
Conteudo: Trigonometria.

Objetivo geral: Compreender os conceitos que envolvem trigonometria e desenvolver

estratégias de calculo nos exercicios propostos.

Objetivos especificos: Ao se trabalhar com o contetdo indicado acima, espera-se

que o aluno seja capaz de:

e Compreender o conceito de arco e comprimento de arco;

e l|dentificar os quadrantes e as coordenadas dos pontos na circunferéncia
unitaria;

e Explorar as fungdes trigonométricas (seno, cosseno e tangente) em relagao aos

angulos na circunferéncia unitaria;
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e Aplicar as propriedades da circunferéncia trigonométrica para resolver

problemas de trigonometria.

Tempo de execugao: Um encontro com duragéo de 3 horas e 20 minutos.

Recursos didaticos: Lousa, giz, caderno, lapis, borracha, ciclo trigonométrico,

cartelas para o jogo batalha naval circular e atividades impressas.
Encaminhamento metodolégico:

Iniciaremos 0 encontro corrigindo, na lousa, duas questdes da lista de

exercicios entregue na ultima aula, sobre trigonometria no triangulo retangulo.

4. Uma pessoa com 1,75 m de altura e que se encontra a 20 m da base de um edificio
vé 0 ponto mais alto dele sob um angulo de 50°. Qual a altura aproximada do edificio?

Resolucao:

co
tg 50° = A = 1,1917.20 = CO = CO = 23,834 m.

Logo h = 23,834 + 1,75 = h = 25,584 m.

5. Joao trabalha em um prédio e todos os dias tém que subir uma escada de 8

degraus, que tem aproximadamente 2 metros de comprimento e 30 graus de

inclinacdo. Determine a altura de cada degrau.

Resolucao:

catop h
hip 2

Se a altura da escada é de 1 m e ela possui 8 degraus, entéo dividindo a altura por 8

1
sen 30° = :>h=§-2=1m

encontramos a altura de cada degrau.
h 1
Degrau = P 0,125 m.
Apébs a correcdo, introduziremos o conceito de ciclo trigopnométrico para dar
sequéncia ao nosso estudo sobre a trigonometria. A fim de ilustrar a ideia,

mostraremos para a turma o ciclo trigopnomeétrico fisico, emprestado do Laboratdrio de

Ensino da Matemaética.

Ciclo trigonométrico: Na matematica, um circulo unitario ou circulo trigopnométrico
€ um circulo com raio igual a um. Frequentemente, especialmente em trigonometria,

o circulo unitario € o circulo de raio centrado na origem do plano cartesiano.
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Na sequéncia, apresentaremos a definicdo de arco de uma circunferéncia e

angulo central correspondente.
Arco e angulo central correspondente
Recordando alguns conceitos ja conhecidos da Geometria plana, temos que:
* Arco: € uma das partes da circunferéncia delimitada por dois pontos.

Se os dois pontos coincidirem, teremos arco nulo ou arco de uma volta.

Figura 28 - Arcos

I
O

A C
\
\ arco AB

,1

B

Fonte: IEZZI (2013)

e Angulo central: todo arco de circunferéncia tem um angulo central

correspondente a ele.

Figura 29 — Angulo central

D
A
O o
- C
arco : AB arco: CD
angulo central: AOB angulo central: COD

Fonte: IEZZI (2013)
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Nesse momento, destacaremos alguns pontos:

e Comprimento ou medida de arco: a medida de um arco € a medida do angulo
central correspondente a ele, independentemente do raio da circunferéncia que
contém o arco. Usam-se geralmente unidades como o grau e o radiano para
medir arcos.

e O comprimento ou perimetro da circunferéncia de raio r vale 2nr.

Exemplo 1:
Qual o comprimento do arco delimitado pelos pontos M e N abaixo?

Figura 30 — Comprimento do arco exemplo 1

Fonte: Elaborado pelas autoras
Resposta: 90° ou %

Exemplo 2:
Qual o comprimento do arco delimitado pelos pontos P e Q abaixo?
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Figura 31 — Comprimento do acordo exemplo 2

Fonte: Elaborado pelas autoras

Resposta: 180° ou 7.

E importante destacar novamente como realizar a transformac&o entre graus
e radianos, pois percebemos muitas duvidas na ultima aula.

Dando sequéncia a aula, explicaremos que o ciclo trigonométrico é uma
circunferéncia orientada e algumas de suas propriedades.

Circunferéncia orientada no plano cartesiano

Podemos percorrer uma circunferéncia em dois sentidos; no sentido horario e
no sentido anti-horario. Na circunferéncia abaixo, adotando o sentido anti-horario para
as medidas positivas, fica determinado que o sentido oposto (horario) fornece

medidas negativas. Assim:



Figura 32 — Sentido horario e anti-horarios

sentido
anti-horario * sentido anti-horario:
B
med(AB) = 60°
60°
tA * sentido horario:
| med(AB) = - 300°
..-""sentido
/ horério

¥

Fonte: IEZZI (2013)
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A circunferéncia trigopnométrica, ou ciclo trigopnométrico, tem centro na origem

0O(0,0) de um plano cartesiano e raio de 1 unidade. No ciclo trigonométrico, o ponto

A(1,0) é a origem de todos os arcos, isto €, o ponto a partir do qual percorremos a

circunferéncia até um ponto P para determinar o arco AP (P é a extremidade do arco).

Adotando o sentido anti-horario como positivo, associaremos, a cada ponto P da

circunferéncia, a medida de AP tal que de 0rad < med( AP) < 2mrad, ou 0 rad <

med( AP) < 360°.

Figura 33 — Angulos e quadrantes

Bl
m
med(AB) = 90"ou 3 rad
med(AA") = 180°ou 7 rad
A A ;
-1 0 1 med(AB') = 270°0u Tﬂ- rad
med(ABA) = 360°ou 2w rad
Bl-1

Fonte: IEZZI (2013)
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Na sequéncia, explicaremos que o ciclo € dividido em: eixo das abscissas (eixo
A'A) e o eixo das ordenadas (eixo B'B) do plano e dividem o ciclo em quatro

quadrantes.

Nesse momento, € importante relembrarmos como transformar graus em

radianos e vice-versa.

Dessa forma, escreveremos a tabela de angulos notaveis da aula passada em

radianos.
Quadro 4 — Angulos notaveis radiano e graus
30° ou = 45° ou = 60° ou =
6 4 3
1
senx — ﬁ \/_?_’
2 2 2
1
Ccos x \/_§ E _
2 2 2
tg x ? 1 V3

Fonte: Elaborado pelas autoras

Arcos congruos

Arcos congruos: arcos trigonométricos que tém a mesma extremidade s&o

chamados de arcos céngruos.

Se a e 3 sdo medidas de arcos cdngruos, indicamos: a = 3 (Ié-se: a é congruo

ap).
Exemplo:

Girando 30°, no sentido anti-horario, a partir do ponto A da circunferéncia
trigonométrica abaixo, paramos no ponto M; logo, 30° € uma medida associada ao
ponto M.
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Figura 34 — Arco de 30°

M(30°)

Fonte: IEZZI (2013)

Ha, porém, infinitas outras medidas associadas ao ponto M. Por exemplo:

* Girando uma volta completa mais 30°, no sentido anti-horario, a partir do ponto
A, também paramos no ponto M. Logo, 360°+30°, isto é, 390° também é uma medida

associada ao ponto M.

» Girando 330°, no sentido horario, a partir do ponto A, paramos no ponto M.

Logo, -330° também é uma medida associada ao ponto M.
Assim, temos: 30° = 390° = —330°

Em seguida, deixaremos passaremos alguns exercicios de aplicagdo, no
quadro, para os alunos efetuarem e, enquanto isso, circularemos pela sala tirando

duvidas.

Exercicios:

1. Determine alguns arcos congruos ao angulo de 315°.

Resolucéo:

... 1035°=675° = 315° = —45° = —405°= 765° ...

2. Em qual quadrante esta localizado o angulo de 2 735° no sentido positivo?
Resolucao:

Como cada volta completa possui 360°, dividimos 2 735 por 360.
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2735°
360°

= 7 X 360° + 215°.

Sao sete voltas completas mais 215°.
O angulo de 215° esta no terceiro quadrante no sentido positivo (anti-horario).

3. Durante o estudo do momento circular, um fisico fez a analise de um objeto que
estava girando em torno dele mesmo, formando um angulo de 15 240°. Analisando

esse angulo, o arco formado por ele esta em qual quadrante?

Resolucao:

Sabemos que, a cada 360°, esse objeto completou uma volta em torno dele
mesmo. Ao realizar a divisdo de 15 240 por 360, encontraremos quantas voltas
completas esse objeto deu em torno dele mesmo, mas 0 nosso maior interesse € no

resto, que representa o angulo em que ele parou.
15 240 : 360 = 42,333...

O resultado mostra que ele deu 42 voltas em torno dele mesmo e andou mais um

pouco, mas
360 - 42 = 15 120, entdo o angulo que restou foi de:
15240 - 15120 = 120°

Sabemos que 120° € um angulo do segundo quadrante.

Apobs alguns minutos, corrigiremos 0s exercicios no quadro, com a participagao

da turma.

Posteriormente, dividiremos os alunos em duplas a fim de realizar o jogo

Batalha Naval Circular.

Batalha Naval Circular

Regras:
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1. Cada jogador posiciona a esquadra em seu tabuleiro (anexo) sem que seu
oponente veja.

Uma esquadra é formada por:

» 1 porta-avides (4 marcas “X” em posi¢gdes consecutivas em uma reta ou em
uma circunferéncia);

» 2 submarinos (3 marcas “O” em posi¢des consecutivas em uma reta ou em uma
circunferéncia);

» 4 fragatas (1 marca “#");

» 3 destroyers (2 marcas “*” em posi¢cdes consecutivas em uma reta ou em uma
circunferéncia);

Decide-se quem comecga no par ou impar.

Alternadamente, cada jogador tem direito a fazer um langamento falando uma
posicdo do tabuleiro. Uma posicdo corresponde a forma (medida do raio,
angulo). Por exemplo: (3,120°).

4. Se o langamento atingir alguma das embarcagbes do oponente, este diz
"acertou" e especifica o tipo de embarcagdo. O jogador registra no tabuleiro
destinado as marcas do seu oponente a embarcagao atingida e volta a fazer
um novo langamento. Ele devera continuar jogando até errar.

5. Se o langamento nao atingir nenhuma embarcagéo, o oponente diz “agua” e é
sua vez de jogar.

6. Os jogadores prosseguem até que uma das frotas seja totalmente destruida.
Vence o jogador que conseguir atingir todas as embarcagdes de seu oponente.

Seno, cosseno e tangente no ciclo trigonométrico

Com base na ideia de seno e cosseno de um angulo agudo de um tridngulo

retangulo, vamos estender o conceito de seno e cosseno para um ciclo trigonométrico.

Para estender a transicdo do tridngulo retdngulo para a circunferéncia
trigonométrica, consideremos um arco trigonométrico AM de medida a,com 0° < a <

90°. Podemos construir um triangulo MOP da seguinte forma:
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Figura 35 — Tridngulo retdngulo no circulo trigonométrico

Fonte: IEZZI (2013)

Seno e cosseno: Dado um arco trigonométrico AM de medida a, chamam-se seno e

cosseno de a a ordenada e a abcissa do ponto M, respectivamente.

Isso vem das proporgdes explicadas na ultima aula

senazﬂzngO.
HIP 1

_ CA —CA—CA

cosa—HIP— = .

Figura 36 — Seno e cosseno no circulo trigonométrico

sena{

Ccos a

cos a = abscissa de M
sen a = ordenada de M

Fonte: IEZZI (2013)



138

Tangente: Seguindo essa mesma ldgica, sabemos da ultima aula que a tangente de

um angulo qualquer a € dada por

v CO
9*=T1a

Mas acabamos de ver que no circulo trigonométrico, como a hipotenusa vale 1
CO =sena e CA=cosa.

Logo,

sen x

tg a =

cosx’

Graficamente temos que

Figura 37 — Seno, cosseno e tangente graficamente

y

F

tg (a)

sen(o)

COs(x) X

Fonte: https://vestibulares.estrategia.com/portal/materias/matematica/circulo-trigonometrico/

Na sequéncia, mostraremos como varia o sinal de seno, cosseno e tangente

em cada quadrante com base nesses conceitos e mostrando no ciclo trigonométrico.

Em seguida, explicaremos sobre reducédo ao 1° quadrante do seno e cosseno

por meio de um exemplo introdutorio.

Nesse instante, destacaremos que o motivo de reduzirmos os angulos ao 1°
quadrante para o céalculo do seno, cosseno e tangente se justifica em podermos utilizar

a tabela dos angulos notaveis, apenas adequando os sinais do quadrante.
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Exemplo:

Usando a tabela dos arcos notaveis, calcular sen 150° e cos 150°.
Resolucéo:

A extremidade M do arco de 150° pertence ao 2° quadrante. Tragando por M a
perpendicular ao eixo dos senos, obtemos o ponto P, correspondente de M no 1°

quadrante, conforme a figura abaixo.

Figura 38 — Arcos simétricos

/
M (1507 ,

'Seno

P (180° - 150° = 30°)

\

cosseno

Fonte: I[EZZI (2013)

Os pontos M e P tém ordenadas iguais e abscissas opostas. Logo:

sen 150° = sen 30° =% e

) o 3
cos 150° = - cos 30° = —%.
Por fim, deixaremos alguns exercicios (anexo 2) de aplicagdo sobre seno
cosseno e tangente no ciclo trigonométrico para os alunos realizarem em sala.
Enquanto os alunos realizam a tarefa, circularemos pela sala tirando duavidas. Apés

alguns minutos, os corrigiremos no quadro.



140

Avalicao: a avaliacdo ocorrera de forma continua ao longo da aula acompanhando a
participacdo e interacdo dos alunos durante as explicacfes e a partir das atividades

propostas e dinamica.
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Tabuleiro da batalha naval
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Figura 39 — Tabuleiro jogo batalha naval

| 4 ﬁww w- ER -~ Wr HA-" Vd

, Batalha Naval Circular

’ Meu Tabuleiro Tabuleiro do Oponente

90°

|

m e e e |
Fonte: https://mathema.com.br/jogos-e-atividades/batalha-naval-circular/

Anexo 2

Lista de exercicios

1) Quanto mede o angulo alfa, na circunferéncia abaixo?

Figura 40 — Exercicio 1

N

Fonte: Elaborado pelas autoras
Resolugdo: 270° ou 37”

2) Quanto vale o seno de 330°? Sabendo que
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Figura 41 — Exercicio 2

Fonte: https://pt.slideshare.net/edimarlsantos/gincana-trigonomtrica
Resolugao: sen 330° = sen 30° = —%.

3) Analise as informacdes abaixo marque V para verdadeiro e F para falso.

Figura 42 — Exercicio 3

Fonte: Elaborado pelas autoras

(V)cosazg (V)senaz% (V)tgp=0 ( F)senp =-2
4) A tangente do angulo g €? Justifique.

a) -1 b) 1 c)0 d) Nao existe
Resolucéo:

Letra d) Nao existe.

5) Quanto vale a tangente de 315°? Sabendo que
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Figura 43 — Exercicio 5 tangente de 315°

\ A5
N il s SISN
Fonte: Santos (2024)
Resolucao: tg 315° = —tg 45° = —1.
- 505 90°—4 cos 180°
6) Quanto vale a expressao ?
2 sen 270°-2 sen 90°
Resolucéo:
5.0-4(-1) _ +4 _ 4 _ _1
2. (-1)-2(1) -2-2 -4 :

7) (CESGRANRIO) Se x € um arco do 3° quadrante e tg x = 1 entdo cosx €7
Resolugao:

cos 225° = —g.

sen? 270°—cos 180°+sen 90° o

8) Quanto vale a expresséao
tg? 45°

Resolucao:

(—1)2—(—1)+1_3_3
12 B

11.2 Relatério

Relatério 27/04/2024

Iniciamos a aula as 8h07, com a presenga de 23 alunos. A estagiaria Milena
verificou se algum aluno havia faltado na aula anterior e, consequentemente, ficado
sem a lista de atividades e definicbes. Apds distribuir o material aos que precisavam,
as estagiarias Milena e Stephany procederam com a corregéo dos exercicios 4 e 5 da
lista, respectivamente.

Durante a corre¢ao, um aluno que havia faltado na aula anterior tirou varias

duvidas, incluindo como identificar o cateto oposto e o cateto adjacente em um
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triangulo retangulo. Retomamos as musicas ensinadas anteriormente sobre as
relagdes trigonométricas, reforcando-as com os alunos.

Em seguida, a estagiaria Ana introduziu o conceito de circulo trigonométrico, e
a estagiaria Meirielly reforgou como transformar graus em radianos escrevendo a
tabela de angulos notaveis da aula passada em radianos. Continuamos com o
conteudo sobre a circunferéncia orientada no plano cartesiano. Uma aluna perguntou
sobre a relacdo dos angulos com os quadrantes do plano cartesiano, e aproveitamos
a oportunidade para relacionar os quadrantes no circulo trigonométrico.

A estagiaria Milena prosseguiu com a explicagdo sobre arcos cdngruos e
passou trés exercicios para os alunos resolverem. Durante a resolugao, circulamos
pela sala para tirar duvidas.

Apds o intervalo, corrigimos os exercicios no quadro. As estagiarias Stephany
e Milena explicaram as relacbes de seno, cosseno e tangente no circulo
trigonométrico, destacando os sinais de cada relagdo conforme a posi¢ao no circulo.

Para encerrar, aplicamos o jogo Batalha Naval Circular. Explicamos as regras,
dividimos os alunos em grupos, e eles comegaram a jogar. Observamos que a
dindmica foi bem recebida pelos alunos, entretanto, como invertemos a ordem de
aplicagao da atividade, eles ndo a associaram a localizagdo das relagbes no circulo
trigonométrico. Portanto, a atividade ndo atingiu plenamente o objetivo esperado.

Finalizamos a aula as 11h40.

12. Encontro9

12.1 Plano de aula

Plano de aula — Encontro 9 — 04/05/2024
Pablico-alvo: Alunos inscritos no projeto de ensino e extensdo Promat.
Conteudo: Trigonometria.

Objetivo geral: Compreender os conceitos que envolvem a trigonometria e

desenvolver estratégias de calculo nos exercicios propostos.

Objetivos especificos: Ao se trabalhar com o contetdo indicado acima, espera-se

gue o aluno seja capaz de:
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e Calcular seno, cosseno e tangente de diferentes angulos no ciclo
trigonomeétrico;

e Conhecer arelagédo fundamental da trigonometria;

¢ I|dentificar e calcular as identidades trigonométricas;

e Determinar dominio, imagem, gréfico, periodo das func¢des trigonométricas.

Tempo de execucgao: Um encontro com duragéo de 3 horas e 20 minutos.

Recursos didaticos: Lousa, giz, caderno, lapis, borracha, celular, notebook, projetor,

GeoGebra e atividades impressas.
Encaminhamento metodoldgico:

Iniciaremos a aula retomando os conceitos de seno, cosseno e tangente no

ciclo trigonométrico e escreveremos no quadro suas definicdes.
Seja AP um arco de circunferéncia de medida a.

Seno de a : corresponde a projecdo do ponto P em relacdo ao eixo y (eixo das

ordenadas).

Cosseno de a: corresponde a projecédo do ponto P em relacdo ao eixo x (eixo das

abscissas).

Tangente de a: corresponde a intersecc¢éo da reta OP com a reta tangente ao ciclo

trigonomeétrico passando por A (eixo das tangentes).

Nesse momento, utilizaremos o ciclo trigopnométrico fisico emprestado do
Laboratorio de Ensino da Matematica para mostrar visualmente o que acontece com
os valores de seno, cosseno e tangente a medida que aumentamos o angulo x, em

que 0 < x < 2m.

Com essa abordagem e a participacdo da turma determinaremos os sinais das
razGes trigonométricas para cada um dos quadrantes. Além disso, classificaremos se

os valores estao crescendo ou decrescendo.

Quadro 5 — Sinal do seno em cada um dos quadrantes

_ N ' Valores (crescentes ou
Seno Sinal (positivo ou negativo)
decrescentes)




1° quadrante + Crescente
2° quadrante + Decrescente
3° quadrante - Decrescente
4° quadrante - Crescente

Fonte: Elaborado pelas autoras

Quadro 6 — — Sinal do cosseno em cada um dos quadrantes

_ N ) Valores (crescentes ou
Cosseno Sinal (positivo ou negativo)
decrescentes)
1° quadrante + Decrescente
2° quadrante - Decrescente
3° quadrante - Crescente
4° quadrante + Crescente

Fonte: Elaborado pelas autoras

Quadro 7 — Sinal da tangente em cada um dos quadrantes

. N . Valores (crescentes ou
Tangente Sinal (positivo ou negativo)
decrescentes)
1° quadrante + Crescente
2° quadrante - Crescente
3° quadrante + Crescente
4° quadrante - Crescente

Fonte: Elaborado pelas autoras

Também retomaremos 0s pontos simétricos do ciclo trigonométrico dados pela

relagao “sobra, falta, sobra, falta”.
x ~ 180° — x = 180° + x = 360° — x.
Exemplos:
30° = 150° = 210° = 330°
45° ~ 135° = 225° ~ 315°

60° ~ 120° = 240° =~ 300°



147

Apés esse momento, entregaremos uma lista de exercicios (anexo 1) para os
alunos efetuarem em sala. Enquanto os estudantes realizam a tarefa, circularemos

pela sala tirando duvidas. Apds alguns minutos, corrigiremos as questdes oralmente.

Na sequéncia, entregaremos um material com a definicdo de duas identidades
trigopnométricas e dois exercicios de aplicacdo. Vamos ler os conceitos com a turma e

explicar como séo obtidas, fazendo uso do ciclo trigopnométrico.

Definicdo (Identidades trigonométricas): As identidades trigonométricas sao

igualdades que associam funcdes trigonométricas.

Tangente: a tangente de um angulo x € igual a razdo entre o seno de x e o cosseno

de x, em que cos x # 0:

sen x

tg x =
9 COoS X

Essa identidade vem da definicdo de tg x abordada nas aulas anteriores como sendo

tgng. Entretanto, no ciclo trigopnométrico, CO = senx e CA = cosx. Logo,

sen x

tg x =

cos x’

Relagao fundamental da trigonometria: estabelece uma relagao entre o seno e o

cosseno de um angulo x. De acordo com essa identidade,
sen?x + cos?x = 1.

Essa identidade vem da aplicagao do teorema de Pitagoras no ciclo trigopnométrico de

modo que
(senx)? + (cosx)? =1*=
sen?x + cos?x = 1.

Exercicios:

N 1 3
a) Qual o valor da tangente de um angulo x, sabendo que sen x = S €ecosx = g

Resolucao:

3

ﬁ
Q
|
|
“|®|‘\"’"
|
N |
ol IS
|
w|"‘
Sl S
|
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Além disso, sabemos que x = % = 30°.

a . . 3 ~
b) O angulo x possui valor de seno igual a > entdo o valor do cosseno e da sua

tangente, sabendo que esse angulo pertence ao primeiro quadrante sao iguais a:

Resolugao:

Primeiro calcularemos o valor do cosseno, pois sabemos que:

sen’x + cos?’x =1
3
(g)2 + cos?x =1

94— 2x =1
5 CoS™X =

2 =1 9
CoS™Xx = 25

, 16
cos x—25

16 16
COSX = |/——=—
25 /25

4

COS X =

5

Conhecendo o valor do cosseno e do seno, agora é possivel calcular a tangente do

angulo:

Logo, tg x = %.

3
o g SENE S
g ~cosx 4
5
o _35_3
gx=z.7=7

(estimativa 30 min)
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Dando sequéncia a aula, a fim de facilitar a visualizagdo por meio de outra
ferramenta de ensino, projetaremos as definicbes das identidades trigonométricas:
secante, cossecante e cotangente. Nesse momento, explicaremos a relagédo com o

sen x, cosx e tg x e daremos alguns exemplos.

1 1 HIP
Cossecante: cossec x = =25 = —.
senx = co
1P
1 HIP
Secante: secx = =—.
cosXx CA

1 CA
Cotangente: cotgx = — = —.
tgx co

(estimativa 20 min)
Funcdes trigonométricas

Para iniciar esse conteudo, retomaremos o que €& uma fungdo e como

determinar seu dominio e imagem.

Funcao: é uma relagdo entre dois conjuntos X e Y, em que, para todo elemento do

conjunto X, existe um unico correspondente no conjunto Y.
Dominio de uma fungao: € formado pelo conjunto de valores que x pode assumir.

Imagem de uma fungao: € formado pelo conjunto de valores estdo relacionados a

algum elemento do dominio.
(estimativa 10 min)

Agora, para trabalhar as fungdes trigonométricas optamos por utilizar o

software GeoGebra, a fim de auxiliar na visualizagao dos conceitos.

Explicaremos que os alunos podem se dividir em grupos para a realizagao da
proxima atividade. Os discentes também podem trabalhar individualmente, caso

prefiram.
Atividade — Fungoes trigonomeétricas

A atividade consiste em completar a tabela disponivel no apéndice identificando

o0 dominio, imagem e periodo de algumas fun¢des fornecidas.

Inicialmente, projetaremos os graficos das fung¢des seno, cosseno e tangente e

completaremos os dados com a participacdo da turma. Nesse momento, esperamos
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que os alunos consigam entender bem a proposta, identificando e diferenciando os

dados envolvidos.

e Grafico da fungcao seno:

Figura 44 — Grafico do seno

~2m

Fonte: Elaborado pelas autoras
e Grafico da fungao cosseno:

Figura 45 — Grafico do cosseno

Fonte: Elaborado pelas autoras

e Grafico da fungéo tangente:
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Figura 46 — Grafico da tangente

Fonte: Elaborado pelas autoras

Para as demais fungdes, projetaremos os graficos (durante 3-5 minutos cada)
para os alunos completarem as informacgdes. Enquanto isso, circularemos pela sala
tirando duvidas. Ao final da aula, recolheremos a atividade e faremos o fechamento

do conteudo.
(estimativa 60 min)

Avaliacdo: A avaliacdo ocorrera de forma continua no decorrer da aula,
acompanhando a participacdo e interacdo dos alunos nas atividades propostas e

resolucéo dos exercicios.
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Apéndices
Quadro 8 — Atividade func¢des trigonométricas
Funcao Dominio Imagem Periodo
y = sen (x) R [—1,1] 2
y = cos (x) R [—1,1] 2
T
y=tg (x) {xER;x¢§+kn} R /[
y = sen (2x) R [—1,1] T
y = 2 sen (x) R [—2,2] 2
y =4+ sen(x) R [3,5] 2
y = —3 sen(x) R [—3,3] 2
y = 2 cos(x) R [—2,2] 21
y =4 + cos(x) R [3,5] 21
y = —3cos(x) R [—3,3] 21
T
y=2tg (x) {xER;x¢§+kn} R T
s
y=4+tg (x) {xER;x¢§+k7T} R [
T
y =-=3tg(x) {xER;x¢E+kn} R T
Fonte: Elaborado pelas autoras
Anexos

Lista de exercicios

1) Quanto mede o angulo alfa, na circunferéncia abaixo?
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Figura 47 — Exercicio 1

4R
N/

Fonte: Elaborado pelas autoras
Resolugao: 270° ou 37"

2) Quanto vale o seno de 330°? Sabendo que

Figura 48 — Exercicio 2
//'—_\
\\
e —

Fonte: https://pt.slideshare.net/edimarlsantos/gincana-trigonomtrica

Resolucdo: sen 330° = sen 30° = —%.

3) Analise as informagdes abaixo marque V para verdadeiro e F para falso.



Figura 49 — Exercicio 3

Fonte: Elaborado pelas autoras

(V)cosa=\/2—§ (V)sena=% (V)tgp=0 (F)senp =-2

4) A tangente do angulo g e? Justifique.

b) -1 b) 1 c)0 d) Nao existe
Resolugao:

Letra d) N&o existe.

5) Quanto vale a tangente de 315°? Sabendo que

Figura 50 — Exercicio 5 tangente de 315°

> §

Fonte: Santos (2024)

Resolugao: tg 315° = —tg 45° = —1.
5c0s90°—4 cos 180° o
2 sen 270°—2 sen 90°°

6) Quanto vale a expressao

Resolucéo:

154
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5.0-4(-1) _ +4
2. (-1)-2(1) -2-2 -4

7) (CESGRANRIO) Se x € um arco do 3° quadrante e tg x = 1 entdo cosx €7
Resolucao:

cos 225° = —g.

sen? 270°—cos 180°+sen 90° o

8) Quanto vale a expressao
tg? 45°

Resolucéo:
-D*-(-D+1 3

12 1

12.2 Relatério
Relatério 04/05/2024

No dia quatro de maio de 2024, as 8h10, realizamos o nono encontro do Promat
na sala A217, com 18 alunos. Quatro alunos chegaram depois que iniciamos a aula.

Iniciamos com uma parte informativa, passando a informagéo de que se alguém
tivesse atestados para justificar as faltas em outros dias, que entrasse em contato
conosco. Reforcamos que, para obter o certificado, ndo pode haver mais de duas
faltas nao justificaveis.

Para o conteudo de aula, comegamos escrevendo algumas definicbes sobre
seno, cosseno e tangente no quadro para retomar as medidas relacionadas ao ciclo
trigonométrico, em que ja foi trabalhado nos encontros passados sobre trigopnometria.
Usamos o ciclo trigonométrico fisico para mostrar visualmente o que acontece com
esses valores a medida que o angulo aumenta.

Convidamos os alunos mais afastados na sala de aula a se aproximarem para
visualizar melhor o ciclo trigonométrico, uma vez que sentimos que, na aula passada,
foi algo que os alunos nao compreenderam tao bem. Assim, com a participagao da
turma, determinamos os sinais das razdes trigonométricas para cada um dos
quadrantes, e a classificacdo em crescente ou decrescente em cada situacao.

Em seguida, explicamos os pontos simétricos no ciclo trigonométrico por meio
da relacao “sobra, falta, sobra, falta”. Para praticar o que foi exposto até o momento,
entregamos uma lista de exercicios. Durante a realizagdo dela, observamos que

alguns alunos ainda tinham dificuldade com a interpretacédo do ciclo quanto aos
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valores positivos e negativos dos quadrantes, porém com explicagdes individuais,
facilitou a compreensao deles. A medida que as duvidas eram esclarecidas, os alunos
se empenhavam mais na resolugao dos exercicios. Posteriormente todos participaram
da correcao, e isso nos indicou que o que faltou explicar no encontro passado foi
resolvido.

O intervalo aconteceu entre as 9h40 até as 10h05.

ApoOs a corregao, seguindo com o conteudo, entregamos um material impresso
com as definicbes de duas identidades trigonométricas. Explicamos de que forma
chegamos a essas formulas no quadro, relembrando novamente definigbes de
encontros passados, como a explicagao do Teorema de Pitagoras para obter a relagao
fundamental da trigonometria. Apds isso, resolvemos dois exercicios de forma coletiva
no quadro para os alunos perceberem como utilizamos as identidades para encontrar
um valor que desconhecemos.

Dando sequéncia a aula, utilizamos o recurso de projecao de slides para
abordar as outras identidades trigonométricas (cossecante, secante e cotangente)
como sendo as inversas das que ja conheciamos. A maioria dos alunos estavam
concentrados nas explicagdes e faziam anotacoes.

Seguidamente, explicamos sobre as fungdes trigonométricas. Porém antes,
para contexto, retomamos o que é uma fungdo, dominio e imagem, além da
periodicidade de uma fungédo. Neste momento também utilizamos o software geogebra
para auxiliar na visualizagdo dos graficos das fungdes. Percebemos que alguns alunos
estavam dispersando a atengédo ou se debrugaram sobre as carteiras, ndo estavam
mais interessados.

Entregamos a tabela com algumas fun¢bes para que os alunos pudessem
praticar e identificar o dominio, imagem e periodo, com a ajuda da projecéo dos
graficos. As trés primeiras fungdes respondemos coletivamente e as demais deixamos
que eles respondessem em grupos.

Como incentivamos aos alunos o uso do geogebra em seus celulares, alguns
aproveitaram para usar o celular para se distrair, pois o fim da aula estava se
aproximando. Os alunos que estavam respondendo preferiram observar a nossa
projecao ao invés de abrir o software no celular devido a pouca experiéncia de como
usa-lo. Uma aluna estava interagindo bastante com a nossa projeg¢éo do geogebra e

respondia as nossas perguntas em cada um dos casos que apresentamos.
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Ao final da aula, antes de dispensarmos todos os alunos, anunciamos que essa
aula seria a ultima sobre conteudo e que o ultimo encontro, no proximo sabado, seria

especial e diferente.

13. Encontro 10

13.1 Plano de aula

Plano de aula — Encontro 10 — 11/05/2024
Pablico-alvo: Alunos inscritos no projeto Promat.
Conteuado: Oficinas Ludicas.
Objetivo geral: Explorar a matematica por meio de jogos, problemas e atividades.
Objetivos especificos:

e Perceber que a matematica ndo é s6 abstracao;

¢ Introduzir jogos relacionados a conteudo anteriormente trabalhados;

e Realizar atividades de maneira coletiva;

e Estimular o enriquecimento do pensamento matematico;

¢ Sintetizar o ideal de cada proposta de atividade.
Conhecimento prévios: Operacbes matematicas, geometria plana, geometria
espacial, geometria analitica, probabilidade, analise combinatéria, matrizes, sistemas

lineares, trigonometria.
Tempo de execucao: 3 horas e 20 minutos.

Recursos didaticos: Garrafas com liquido colorido, um alvo feito de caixas com
demarcacdes de pontuacéo, pecinhas para serem lancadas, urnas, maletas de papel

vergé enumeradas, uma bola de futebol infantil de vinil, materiais impressos,
Encaminhamento metodolégico:

Para o ultimo encontro do Promat, foi decidido em consenso com os ademais
académicos da disciplina de Metodologia e Pratica de Ensino de Matematica — Estagio

Supervisionado Il que vamos realizar uma gincana coletiva com os estudantes. As
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atividades escolhidas forma decididas ter ou ndo uma ligacdo com os conteudos

ministrados nas aulas do Promat.

Para isso, primeiramente teremos que agrupar os alunos de acordo com a
turma em que estdo matriculados. Feita essa etapa, iremos formar de seis a dez
grupos menores, de seis a oito membros em cada um, de forma que cada grupo
possua alunos das trés classes. Para termos um controle da pontuacdo de cada
equipe, vamos nomear cada grupo de acordo com alguma criatura mitica (Na primeira
linha da esquerda para a direita: dragdo, unicornio, fada, sereia e fénix, na segunda
linha da esquerda para a direita: esfinge, kraken, yeti, vampiro e minotauro) presentes
na figura a seguir. Cada membro da equipe recebera um colar com a figura para nos

facilitar a identificar os grupos em cada oficina.

Figura 51 — Simbolos das equipes

Fonte: Criagdo dos estagiarios.

Decidimos fazer a dinamica no espaco da quadra de esportes da Unioeste, e
separamos oito atividades iniciais que irdo determinar o placar das equipes. Para
organizar cada uma das atividades e a separacao dos grupos, prevemos que ira durar
em torno de quinze minutos. Ainda para ter um controle, iremos planejar uma rota para

ser seguida pelos alunos. As dindmicas estéo descritas no quadro a seguir.

Quadro 9 — Atividades e responsaveis

Atividade Grupo responsével
Mirando Gabiriella, Nevir, Ricardo e Thais
Maleta do milh&o Gabriella, Nevir, Ricardo e Thais
Ordem das garrafas Gabriella, Nevir, Ricardo e Thais
Stop do determinante Ana, Meirielly, Milena e Stephany
5 casas Ana, Meirielly, Milena e Stephany
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Quadrados magicos Ana, Meirielly, Milena e Stephany
Chance de gol Alexsandro, Giulia e Julia
Corrida do saco da matematica Alexsandro, Giulia e Julia

Fonte: Criagdo dos estagiarios.

Cada atividade possui uma pontuacdo que uma equipe pode ganhar, sendo
variado de um ponto a dez pontos, de acordo com a classificagcdo comparado com as
demais. Na sequéncia estdo descritas cada uma das atividades utilizadas na

dinamica.
Mirando

Figura 52 — Imagem ilustrativa do alvo

Fonte: Criagdo dos estagiarios.

7z

O jogo é composto por quatro caixas cortadas e com demarcacgbes de
pontuacao. O jogo também conta com pecinhas para serem lancadas no alvo e fichas
de pontuacdo dobrada e tripla. O grupo que estiver na atividade vai se organizar em
uma fila indiana. Ainda, eles deverao eleger um membro para ser o lider na atividade,
onde sua funcdo sera escolher antes de responderem se a pergunta terd pontuacao

normal, dupla ou tripla, usando as fichas que ficaréo para ele.
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Para poder lancar uma pecinha, o estudante da vez precisa acertar uma
pergunta sobre elaborada de geometria, seja plana, espacial ou analitica. Caso erre a
resposta, devera retirar de uma urna um papel com uma das pontuacfes descritas
nas demarcacdes, e se errar em uma rodada dupla ou tripla, a pontuacao descontada
também sera multiplicada.

A pontuacao a ser obtida pela dindmica ira depender da pontuacéo total feita
pelo grupo. Ao total, seréao feitas 20 perguntas de um total de 60 para cada equipe,
seguindo a sequéncia abaixo, com trés fichas de duplicacéo e trés fichas de triplicacéo
de pontuacao. Eles tém ao total até 15 minutos para finalizar essa atividade.
Perguntas
1) Quantos séo os lados do trapézio?

Resposta: Quatro lados.

2) Como séo chamados os coeficientes de uma reta?
Resposta: Coeficientes angular e linear

3) Quantas diagonais tem um quadrado?

Resposta: Duas diagonais

4) Quantas faces tem uma esfera?

Resposta: Nenhuma.

5) Quantos graus tem uma circunferéncia?

Resposta: 360°.

6) Qual é a medida de um angulo reto?

Resposta: 90°.

7) Qual é valor aproximado de w com duas casas decimais?
Resposta: 3,14.

8) Quantas vezes o raio mede o diametro da circunferéncia?
Resposta: Duas vezes.

9) O que é um triangulo equilatero?

Resposta: Um triangulo com todos os lados e angulos medindo igualmente.
10) Dé exemplos na vida real de duas coisas com formato de esfera?
Respostas pessoais.

11) Qual o nome dos solidos de revolucao?

Resposta: Cone, cilindro e esfera.

12) Cite trés tipos de angulos.
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Respostas pessoais.

13) Qual é o perimetro de um triangulo equilatero medindo 22 cm de lado?
Resposta: 66 cm.

14) Qual a altura de um cubo com lado medindo 13 cm?

Resposta: 13 cm.

15) Quantas arestas tem um prisma triangular?

Resposta: Nove arestas.

16) O que é um poligono regular?

Resposta: Um poligono com todos os lados tendo mesma medida.

17) Quantas faces tem um paralelepipedo?

Resposta: Seis faces.

18) Qual o formato da base de um cilindro?

Resposta: Cilindro.

19) Como se chama um ponto de um segmento equidistante das extremidades?
Resposta: Ponto médio do segmento.

20) Quantas arestas tem uma piramide triangular?

Resposta: Seis arestas.

21) O sao pontos coincidentes?

Resposta: Pontos que estdo no mesmo lugar ou que possuem mesmas coordenadas.
22) O que é uma reta secante a uma circunferéncia?

Resposta: Uma reta que intercepta uma circunferéncia em dois pontos.

23) Quantos vértices tem um cone?

Resposta: Um vértice.

24) Dé exemplos na vida real de duas coisas com formato de paralelepipedo?
Respostas pessoais.

25) O que sao pontos distintos?

Resposta: Pontos que ndo estdo no mesmo lugar ou com coordenadas diferentes.
26) Qual a coordenada da origem do plano cartesiano?

Resposta: 0 = (0,0)

27) Qual a distancia entre um ponto da circunferéncia e o centro dela?
Resposta: E igual a medida do raio.

28) O que sao retas concorrentes?

Resposta: Sao retas que se interceptam em um plano.
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29) Como se chama um poligono com seis lados?

Resposta: Hexagono.

30) Dé exemplos na vida real de duas coisas com formato de hexagono?
Respostas pessoais.

31) Qual é o perimetro de um quadrado com lados medindo 5 cm?
Resposta: 20 cm.

32) O que é uma reta externa a uma circunferéncia?

Resposta: Uma reta que nao intercepta a circunferéncia.

33) Quantos pontos existem em uma reta?

Resposta: Infinitos pontos.

34) Qual a medida de um angulo raso?

Resposta: 180° ou i radianos.

35) O que é um triangulo isGsceles?

Resposta: Um triangulo com dois lados de mesma medida.

36) O que sao retas paralelas?

Resposta: Retas que ndo se cruzam em um plano; retas com mesmo coeficiente
angular e diferente coeficiente linear.

37) Quantos vértices tem um pentagono?

Resposta: Cinco vértices.

38) Quantos vértices tem uma piramide quadrangular?

Resposta: Cinco veértices.

39) O que um segmento mede?

Resposta: A distancia entre as extremidades.

40) Quantas retas diferentes existem passando por dois pontos?
Resposta: Uma reta apenas.

41) Quantos lados tem um losango?

Resposta: Quatro lados

42) O que é um angulo cdncavo?

Resposta: Um angulo maior que 180° e menor que 360°.

43) Qual o perimetro de um retangulo com lados medindo 7 cm e 4 cm?
Resposta: 22 cm.

44) Quantas arestas tem um cilindro?

Resposta: Nenhuma aresta.



163

45) Dé um exemplo de coordenadas de um ponto pertencente ao primeiro quadrante?
Respostas pessoais.

46) Quantos lados tem um octégono?

Resposta: Oito lados.

47) O que sao retas coincidentes?

Resposta: Retas com todos os pontos iguais, ou seja, duas retas iguais.

48) O que diz o Teorema de Pitagoras?

Resposta: Que a soma dos quadrados das medidas dos catetos € igual ao quadrado
da medida da hipotenusa.

49) Dé um exemplo de coordenadas de um ponto pertencente ao terceiro quadrante?
Respostas pessoais.

50) Qual a area de um quadrado de lados medindo 9 cm?

Resposta: 81 cm.

51) No plano cartesiano qual € o eixo das ordenadas?

Resposta: Eixo y.

52) Dé exemplos na vida real de duas coisas com formato de cone?

Respostas pessoais.

53) Quantas diagonais tem um triangulo?

Resposta: Nenhuma diagonal.

54) Dé um exemplo de coordenadas de um ponto pertencente ao segundo quadrante?
Respostas pessoais.

55) Quantos pontos existem em um plano?

Resposta: Infinitos pontos.

56) No plano cartesiano qual € o eixo das abcissas?

Resposta: Eixo x.

57) Quantas retas tem em um plano?

Resposta: Infinitas retas.

58) O que é uma reta tangente a uma circunferéncia?

Resposta: Uma reta que intercepta uma circunferéncia em um anico ponto.

59) Dé um exemplo de coordenadas de um ponto pertencente ao quarto quadrante?
Respostas pessoais.

60) Quais os trés tipos de geometria que as perguntas se baseiam?

Resposta: Plana, espacial e analitica.
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Maleta do milhao

Serao feitas 40 minis maletas dobraveis de papel vergé e enumeradas, e sendo
colocado dentro delas um valor. Iremos pedir para que cada equipe escolha trés das
maletas para proteger. Essa protecédo ird guardar o valor escondido de cada uma, e
sendo a soma das trés a pontuacéo da equipe.

Ao longo da dinamica eles irdo retirar de uma urna um papel com uma informacéao
ou uma ac¢ao. Dentre as acOes eles podem abrir imediatamente uma das suas maletas
e ver a pontuagao que ganharam, trocar uma das maletas protegidas sem ver suas
pontuacdes, ou escolher aleatoriamente uma das demais maletas para ser aberta e
revelar o valor, a descartando de sua escolha.

As informac@es contidas na urna, sao dicas relacionadas ao niumero da maleta que
contém o maior valor, as maletas com os trés maiores valores e as maletas com o0s
menores valores. Cada dica por si sO pode parecer aberta e confusa, mas eles
poderdo, conforme o andamento da atividade, juntar as informacdes e pensar em
equipe para tomarem as acgoes.

Ao final, sobrara as trés maletas protegidas, e a soma dos valores que estao nelas
€ o placar da equipe nessa dinamica. Vence a equipe que ao final pontuar mais. Tudo
isso deve ser feito em até dez minutos. Caso haja empate entre equipes, ambas
ganham mesma pontuacdao, isso é, ndo ha critérios de desempate.

Pontuac&o das maletas:

1. 150000 13.350000
2. 15000 14.110000
3. 900000 15.250
4. 75000 16.600000
5. 10 17.5000
6. 50000 18.500000
7. 90000 19.20000
8. 135000 20.1000
9. 750000 21.100000
10.0 22.400000
11.200000 23.7500

12.40000

24.2000



25.500
26.25000
27.1000000
28.60000
29.95000
30.50
31.1500
32.25000

Dicas para o maior valor

2.
3.

Ndo estou entre os dez maiores
nem os dez menores.
N&o sou primo.

Sou o0 cubo de um numero inteiro.

Dicas para os trés maiores valores

Nossa soma € menor que a quantia
de maletas.
Um de nds é primo, 0 restante

multiplo dele.

Dicas para os menores valores

o 0 bk~ w

Vocé vai selecionar um de nos por
sermos redondinhos.

Somos oito de mesma distancia de
um para o outro.

Que tabuada facil.

impar e par por favor.

Dica importante

Multiplos de um numero primo
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33.160000
34.115000
35.400
36.300000
37.10000
38.180000
39.125000
40.10

N o ok

o g bk~ w

A soma dos meus algarismos é 9.
Nao sou par.

Sou maior que 20.

Estou entre 25000 e 60000.

Estamos em uma PG.
Pulamos 6 e 18 maletas.
Linear, segundo grau, raiz cubica.

Todos somos impares.
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Ordem das garrafas
O jogo é composto por doze garrafas com liquidos coloridos dispostas em uma
fileira para os estudantes moverem suas posi¢ées. Em um lugar escondido existem
outras doze garrafas (ou impressdes) dispostas também em uma fileira ordenada, de

modo que, ao comparar com a fileira exposta aos alunos néo tenha posi¢des iguais.

Figura 53 — Garrafas coloridas

Fonte: Criagdo dos estagiarios.

O objetivo do jogo é simples, acertar essa ordem por meio de trocas de posi¢cdes
entre as garrafas. O grupo de estudantes estara em uma fila indiana e cada um na
sua vez podera trocar de posi¢cao apenas duas garrafas com os académicos avisando
guantas estdo em lugares corretos. Cabe aos alunos perceberem e realizarem
combinacgdes a fim de descobrirem quais garrafas estao no lugar certo.

Vence a prova da gincana o grupo que acertar a ordem com o0 menor numero de
trocas possiveis. A atividade tem prazo maximo de dez minutos de duracéo, e se ndo
estiverem acertando todas as posi¢des seréo contados os acertos. Caso haja mais de
uma equipe que acerte todas as garrafas, o critério de desempate serd o tempo de
realizacao.

Stop do determinante

O grupo recebera uma cartela de modo que, inicialmente, fique virada para
baixo. Além disso, sera entregue uma folha sulfite ou de caderno para cada aluno do
grupo registrar seu raciocinio e calculos. Para iniciar a dinamica, os estagiarios falarao
“j@” e o grupo deve virar sua cartela e tentar resolvé-la coletivamente. Quando
terminar, deve gritar “stop” em voz alta. Os estagiarios analisardo a resolucdo do
grupo e se estiverem corretas, anotarao o tempo e entregarao outra cartela, repetindo

O processo.

Ao fim das rodadas, vence o grupo que tiver resolvido mais cartelas ou, em

caso de empate, quem resolveu mais cartelas em menos tempo.

Cartelas:
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Cartela 1: (_L; g)

Resolucao:

4 3
-2 5

1 2 3
Cartela 2: (—2 4 1)
0O 5 2

Det( )=4.5—(3.(—2))=20+6=26.

Resolucao:

1 2 3
Det (—2 4 1) =-22—-(-3)=-22+3=-19.
0 5 2

Cartela 3: (_7 12)

3 8
Resolucao:

-7 12
3 8

1 9 5
Cartela4:<3 7 8)

10 4 2

Det( )=—7.8—(3.12)=—56—(36)=—92.

Resolucao:

1 9 5
Det<3 7 8)=1.3.7+9.8.10+5.3.4—10.7.5—4-.8.1—2.3.9=358.
10 4 2

Cartela 5: (;} é)

Resolugao:

4 1
2 6

3 1 7
Cartela 6: ( 2 2 4 )
5 4 2

Det(5 _)=4.6-(2.1)=24-2=22.

3 1 7
Det(Z 2 4->=3.2.2+1.4.5+7.2.4—5.2.7—4.4.3—2.2.1=—34.
5 4 2
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(16 7
Cartela?.(4 11)
16 7\ _ B oo
Det(4 11)_16.11 (4.7) = 176 — 28 = 148.
5 2 1
Cartela8:<2 4 2)
0 2 3

5 2 1
Det(Z 4 2)=5.4.3+2.2.0+2.2.1—1.4.0—2.2.5—2.2.3=32.
0 2 3

Cartela 9: ( g i)

8 3\ _ e
Det(5 4)_8.4—(5.3)_32 15 = 17.
1 0 2
Cartela 10: (3 4 3)
2 1 1

1 0 2
Det<3 4 3)=1.4.1+2.3.0+2.3.1—2.4.2—1.3.1—0.3.1=—9.
2 1 1

Problema das cinco casas

Para essa atividade os alunos devem solucionar um problema envolvendo
raciocinio légico. Ao fim das rodadas, vence o grupo que tiver resolvido o problema

em menos tempo.
Problema:

Existem cinco casas de cinco cores diferentes. Em cada casa mora uma pessoa
de uma diferente nacionalidade. Essas cinco pessoas bebem diferentes bebidas,
fumam diferentes marcas de roupa, e tém um certo animal de estimagcdo. Nenhuma
delas tem 0 mesmo animal, fuma o mesmo cigarro ou bebe a mesma bebida.

Pistas:

- O Inglés vive na casa vermelha.
- O Sueco tem cachorros como animais de estimacéao.

- O dinamarqués bebe cha.



- A casa verde fica a esquerda da casa branca.

- O dono da casa verde bebe café.

- A pessoa que usa Nike cria passaros.

- O dono da casa amarela usa Adidas.

- O homem que vive na casa do centro bebe leite.

- O Noruegués vive na primeira casa.

- O homem que usa Puma vive ao lado do que tem gatos.

- O homem que cria cavalos vive ao lado do que fuma Adidas.

- O homem que usa Fila bebe cerveja.

- O Alemao usa Lacoste.

- O Noruegués vive ao lado da casa azul.

- O homem que usa Puma € vizinho do que bebe agua.

Pergunta: Quem tem peixes como animal de estimacao?
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Resolucgao:
Quadro 10 — Resolugéo problema das cinco casas
CASA AMARELA AZUL VERMELHA VERDE BRANCA
NACIONALIDADE Noruegués Dinamarqués Inglés Alemao Sueco
BEBIDA Agua Chéa Leite Café Cerveja
ROUPA Adidas Puma Nike Lacoste Fila
ANIMAL Gatos Cavalos Péassaros Peixes Cachorros

Fonte: Elaborado pelos autores

Quadrados magicos

Um quadrado magico é uma tabela quadrada com n linhas e n colunas, ela é

composta por nimeros e cada linha, coluna e diagonal possui 0 mesmo valor ao

somarem. Além disso, em toda tabela, nenhum nimero é repetido. Nessa atividade,

os alunos devem buscar o posicionamento adequado dos numeros, seguindo a regra

da soma constante em cada linha, coluna e diagonal. Primeiro entregaremos o
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guadrado magico com 9 nimeros para ser completado e depois, o quadrado magico

com 16 ndmeros.

Ao fim das rodadas, vence o grupo que tiver completado os quadrados magicos

corretamente em menos tempo.

Quadrado 1: Completar com os numeros do 1 ao 9 (sem repeticdo) sabendo que a
soma de todas as linhas, colunas e diagonais deve ser 15.

Resolucao:

Existem algumas respostas para esse tipo de quadrado magico, porém, os numeros
pares sempre permanecem nas pontas, ndo podendo estar na mesma linha os

ndmeros 4 e 6.

Figura 54 — Resolugao quadrados magicos 9 algarismos

716 61712 41912 219|4
9(5(1 11519 517 715
41318 8134 81116 6118

318 8134 811 6118
91511 1|5 517 715
217|6 61712 41912 219|4

Fonte: https://www.matematicaefacil.com.br/2017/11/historias-conceitos-quadrado-magico.html
Quadrado 2: Completar com os numeros do 1 ao 16 (sem repeticdo), sabendo que a

soma de todas as linhas, colunas e diagonais deve ser 34.

Resolucéao:



Figura 55 — Resolucdo quadrados magicos 16 algarismos

34

34

34

34

34

34

34

34

34

34

1

14

15

4

12

i

6
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10

13

2

3

34

34

Fonte: NOE (2022)

Chance de gol

34

34

34

34

34

34

34
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O grupo devera formar uma fila indiana atras da bola, que estara a marca que

delimita a area da quadra de futsal e cada membro devera realizar uma cobranca

conforme a ordem estabelecida na fila. O goleiro serd um dos estagiarios e nos casos

em que o membro do grupo converter a cobranca, este tera direito a responder uma

pergunta, relacionada ao contetudo de probabilidade (estudado no segundo encontro

do Promat). Vencera e somara mais pontos na atividade a equipe que tiver respondido

corretamente mais perguntas ao fim do tempo estabelecido.

Perguntas utilizadas no jogo:

Qual a probabilidade de tirar uma carta vermelha de um baralho comum?

Qual a chance de langar uma moeda e obter cara?

Qual a probabilidade de escolher um namero par de um dado comum de seis faces?

Qual a chance de tirar uma bola azul de uma urna com 5 bolas azuis e 3 bolas

vermelhas?

Se lancar dois dados, qual a probabilidade de obter uma soma igual a 7?

Qual a chance de escolher um nimero impar de um conjunto de nimeros de 1 a 10?
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Se jogar uma moeda trés vezes, qual a probabilidade de obter pelo menos duas

caras?

Se escolher aleatoriamente uma carta de baralho, qual a probabilidade de ser um

valete?

Qual a chance de tirar uma bola verde de uma urna com 4 bolas verdes, 3 bolas azuis

e 5 bolas amarelas?
Se lancar um dado justo, qual a probabilidade de obter um nimero maior que 4?
Qual a probabilidade de que um casal tenha dois filhos do sexo oposto?

Se escolher aleatoriamente uma carta de um baralho, qual a probabilidade de ser um

as?

Se jogar uma moeda quatro vezes, qual a probabilidade de obter exatamente trés

coroas?

Qual a chance de tirar uma bola branca de uma urna com 2 bolas brancas, 4 bolas

pretas e 3 bolas vermelhas?

Se lancar um dado duas vezes, qual a probabilidade de obter duas vezes o0 mesmo

ndmero?

Qual a probabilidade de tirar uma bola vermelha de uma urna com 2 bolas vermelhas,

3 bolas azuis e 5 bolas verdes?

Se escolher aleatoriamente uma carta de um baralho, qual a probabilidade de ser um

rei?

Qual a chance de obter uma carta de ouros em uma Unica tentativa em um baralho

comum?

Se jogar uma moeda duas vezes, qual a probabilidade de obter pelo menos uma

coroa?

Qual a probabilidade de escolher um namero primo de um dado comum de seis faces?
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Se lancar um dado justo, qual a probabilidade de obter um nimero impar?

Qual a chance de tirar uma bola azul de uma urna com 3 bolas azuis, 2 bolas verdes

e 4 bolas amarelas?

Se escolher aleatoriamente uma carta de um baralho, qual a probabilidade de ser um

diamante ou um coracao?

Se jogar uma moeda cinco vezes, qual a probabilidade de obter exatamente duas

caras?
Qual a probabilidade de obter uma soma de 10 ao lancar dois dados justos?

Se escolher aleatoriamente uma carta de um baralho, qual a probabilidade de ser uma

carta preta?

Se jogar uma moeda trés vezes, qual a probabilidade de obter exatamente duas

coroas?
Qual a chance de escolher um nimero par de um conjunto de numeros de 1 a 20?

Se lancar um dado duas vezes, qual a probabilidade de obter dois nameros

diferentes?

Qual a probabilidade de tirar uma bola amarela de uma urna com 4 bolas amarelas, 3

bolas verdes e 2 bolas pretas?
Corrida do saco da matematica

Cada equipe devera escolher 2 representantes para realizar a prova. Para esta
dindmica, um dos alunos estara na linha de saida e outro na linha de chegada. A prova
comeca com o aluno que esta na linha de saida indo até o seu colega pulando no
saco. Quando se encontrarem, receberdo uma questdo matematica em que os dois
terdo de resolver juntos. O aluno que estava esperando na linha de chegada, devera
voltar pulando no saco com a resposta. Caso a resposta esteja errada ele pode voltar,
pulando no saco, até seu colega para corrigir a questdo. Para voltar com a nova
resposta, deve trocar o aluno e o que estava esperando deverd entrega-la aos

estagiérios. Os alunos podem refazer a questdo quantas vezes for necessario desde
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gue sempre alterne o aluno que vai pular no saco. Ganha a equipe que conseguir
entregar a resposta correta mais rapidamente, de mesmo modo, se daréo o segundo,

terceiro e quarto lugar.

ApGs as atividades, iremos montar a classificagdo das equipes para formar um
chaveamento para a dindmica final. A atividade escolhida foi a queimada matematica,

gue esta descrita na sequéncia.

Perguntas utilizadas no jogo:

Quantas maneiras diferentes posso organizar 5 livros em uma prateleira?

De quantas maneiras posso escolher uma equipe de 3 pessoas de um grupo de 87
Quantas palavras diferentes posso formar usando todas as letras da palavra "CASA"?

De quantas maneiras posso escolher um presidente, um vice-presidente e um

secretario de um grupo de 10 pessoas?

Quantos numeros de 4 algarismos diferentes posso formar usando os algarismos 1,
2,3e4?

De quantas maneiras posso distribuir 10 balas idénticas entre 4 criancas?
Quantos anagramas diferentes posso fazer com a palavra "AMOR"?

De quantas maneiras posso escolher uma equipe de 2 homens e 3 mulheres de um

grupo de 5 homens e 4 mulheres?
Quantos numeros pares de trés algarismos diferentes posso formar?
De quantas maneiras posso escolher 4 pratos diferentes de um menu com 10 op¢des?

Quantos numeros de 4 algarismos posso formar usando os digitos 1, 2, 3, 4, 5, 6 sem

repeti-los?
De quantas maneiras posso distribuir 7 livros diferentes em 3 prateleiras?

Quantos grupos de 3 letras diferentes posso formar a partir das letras da palavra
"BOLA"?
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De quantas maneiras posso escolher um comité de 5 pessoas de um grupo de 127?
Quantas palavras diferentes posso formar usando todas as letras da palavra "FELIZ"?

De quantas maneiras posso distribuir 8 cartas diferentes para 4 pessoas, cada uma

recebendo 2 cartas?
Quantos anagramas diferentes posso fazer com a palavra "MATO"?
Quantos numeros impares de quatro algarismos diferentes posso formar?

De quantas maneiras posso escolher 3 presentes diferentes de uma loja que oferece

12 opgbes?

Quantos grupos de 4 letras diferentes posso formar a partir das letras da palavra
"MESA"?

De guantas maneiras posso distribuir 6 balas idénticas entre 4 criancas, permitindo

gue algumas criangas ndo recebam nenhuma bala?

Quantos numeros de 4 algarismos posso formar usando os digitos 0, 1, 2, 3, 4, 5 sem

repeti-los?

De quantas maneiras posso escolher um time de futebol de 11 jogadores de um grupo
de 227

Quantos numeros de 5 algarismos posso formar usando os digitos 1, 2, 3, 4, 5 sem

repeti-los?

De quantas maneiras posso distribuir 9 bolas idénticas em 3 sacolas?

Quantos anagramas diferentes posso fazer com a palavra "SOL"?

De guantas maneiras posso escolher 2 cursos diferentes de um conjunto de 7 cursos?

Quantas palavras diferentes posso formar usando todas as letras da palavra
"BANANA"?

De quantas maneiras posso distribuir 5 livros diferentes para 3 pessoas?
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Quantos numeros pares de trés algarismos posso formar usando os digitos 0, 1, 2, 3,

4, 5 sem repeti-los?
Queimada Matematica

Sao necessérias duas equipes para jogar uma contra a outra. Essa atividade
sera feita dentro do espaco da quadra nas mesmas demarcacfes do campo de futsal.
Como uma queimada normal o objetivo € eliminar toda a equipe adversaria.

As eliminacdes sao feitas quando um jogador é atingido, encostar ou segurar
na bola antes de ela cair no chdo. Quando isso ocorrer dizemos que o estudante esta
gueimado, e para ndo ser retirado do campo ele precisa acertar uma pergunta sem
consultar os colegas. Se acertar ele volta ao campo de jogo, caso contrario ele retira
o colar da equipe e fica nas demarcac6es do campo adversario podendo pegar a bola
caso ela chegue nele e tentar queimar mais alguém, ou passar para outro colega a
bola por meio de um arremesso. Vale ressaltar que em cada jogo apenas uma
pergunta sera feita para cada jogador queimado, se ele acertar a resposta e for
gueimado novamente ele esta eliminado e vai para a linha do campo adversério.

Ao final, sobrard uma Unica equipe com membros sem estarem queimados.
Assim, os colares de quem foi queimado seréao devolvidos para que possam jogar na
préxima rodada. A outra equipe estara desclassificada da fase final da gincana.

As questdes a serem respondidas podem envolver:
Andlise combinatoria e probabilidade;
Matrizes e sistemas de equacdes;
Geometria analitica;
Trigonometria,

Geometrias plana e espacial;

o 00k wDh R

Aritmética.
Dentre algumas outras regras deixaremos claro para os alunos que:
e N&o pode acertar no rosto de alguém, caso acertar esté eliminado;
e Se segurar a bola configura queimado;
e Pode encostar na bola apenas depois que ela tocar no chéo;
¢ Na&o sair do campo no momento de um ataque dos adversarios, ou sera queimado
imediatamente.

e Na&o soprar respostas, podendo haver puni¢cdes de queimado a eliminado;
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e Ter empatia na medi¢do de forca contra adversarios.

A equipe que vencer o duelo na final € a vencedora da gincana.
Perguntas da queimada

1) O que é matriz quadrada?

Resposta: Uma matriz com mesma quantidade de linhas e colunas.
2) O que sao 0s numeros Reais?

Resposta: Sao todos os nimeros Racionais e Irracionais.

3) Qual é 0 cos45°?

Resposta: ‘/Z—E

4) Qual a probabilidade de sair qualquer face de um dado normal?
Resposta: %

5) Quantos vértices tem um prisma pentagonal?

Resposta: Dez vértices.

6) Quando que um sistema de equacg0es lineares tem infinitas solucdes?
Resposta: Quando qualquer resultado valido para uma das equacfes satisfaz as
demais.

7) Para qué é usada a probabilidade condicional?

Resposta: Para calcular probabilidades dada uma informagé&o a priori.

8) Qual a raiz cubica de menos um?

Resposta: —1.

9) Qual é o cos 0°?

Resposta: 1.

10) Qual a probabilidade de sortear uma letra do alfabeto e ela ser vogal?
Resposta: >
26
11) Quais séo as posicoes relativas entre circunferéncias (pelo menos quatro)?
Resposta: Concéntricas, tangentes internamente e externamente, secantes, externas
e internas.
12) Qual é 0 sen 45°?
Resposta: \/2—5

13) Quais sdo os numeros primos de 1 a 10?
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Resposta: 2,3,5e 7.

14) Qual a probabilidade de sair uma carta vermelha em um baralho de 52 cartas?
Resposta: %

15) Em qual quadrante do ciclo trigopnométrico esta o angulo de 155°?
Resposta: Segundo quadrante.

16) Qual a soma das probabilidades de um evento?

Resposta: 1 ou 100%.

17) O que é um sistema de equacdes lineares homogéneo?
Resposta: E um sistema de equacdes onde cada equacéo é igualada a zero.
18) Qual é a unido dos conjuntos Racionais e Irracionais?

Resposta: O conjunto dos nimeros Reais.

19) Qual é a tan 270°?

Resposta: N&o existe.

20) Qual o valor do determinante de uma matriz identidade?
Resposta: 1.

21) Qual o formato das faces laterais de um prisma?

Resposta: Retangulares.

22) Qual a intersecao dos conjuntos dos Naturais e Reais?

Resposta: O conjunto dos Naturais.
23) Quanto vale em graus a medida de um arco de 5?"?

Resposta: 300°.

24) Qual o formato das faces laterais de uma piramide?

Resposta: Triangulares.

25) O que o processo de escalonamento faz no sistema de equacdes?
Resposta: Facilita calculos e indica a classificacdo do sistema.

26) Qual é a tan90°?

Resposta: Nao existe.

27) Dé uma fracdo que equivale 0.457?

9 45 . e .
Resposta: > ou Too Sao as mais provaveis, mas podem aparecer outras.

28) Usando os lados do triangulo retangulo, como definimos a razdo cosseno?

cateto adjacente ao dngulo

Resposta:

hipotesnusa

29) Qual o determinante de uma matriz nula?
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Resposta: 0.

30) Qual é o sen 30°?

Resposta: %

31) O que é um anagrama?

Resposta: Uma permutacéo de letras de uma palavra.

32) Em qual quadrante do ciclo trigonométrico esta o angulo de 265°?
Resposta: Terceiro quadrante.

33) Qual é o espaco amostral das cores primarias?

Resposta: Vermelho, amarelo e azul.

34) Qual é a tan 60°?

Resposta: /3.

35) O que é uma linha poligonal?

Resposta: Uma sucessao de segmentos consecutivos nao colineares.
36) O que é matriz coluna?

Resposta: Uma matriz que possui apenas uma unica coluna.

37) Qual é a tan 225°?

Resposta: 1.

38) Quais sao as posicoes relativas entre reta e circunferéncia?
Resposta: Tangente, secante e externa.

39) Quanto vale em radianos a medida de um arco de 270°?
Resposta: 37”

40) De guantas formas posso me vestir usando dois chapéus e cinco botas?
Resposta: 10 formas.

41) Quais sao as posic¢des relativas entre ponto e circunferéncia?
Resposta: Pertencente, interno e externo.

42) Qual a raiz cubica de 64?

Resposta: 4.

43) Qual a area de um triangulo com base medindo 11 cm e altura 6 cm?
Resposta: 33 cm?2.

44) Qual é a equacédo da Relacdo Fundamental Trigonométrica?
Resposta: sen?0 + cos?8 = 1.

45) O que sdo os numeros Inteiros?



Resposta: NUmeros negativos e positivos sem casas decimais e 0 zero.

46) Qual é 0 cos 180°?

Resposta: —1.

47) O que é matriz linha?

Resposta: Uma matriz que possui apenas uma linha.

48) Quanto vale em graus a medida de um arco de %?

Resposta: 30°.

49) Qual operacédo é oposta da multiplicacéo?

Resposta: Divisao.

50) Qual é a intersecdo dos conjuntos Racionais e Irracionais?
Resposta: O conjunto dos nameros lrracionais.

51) O que sao os numeros Racionais?
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Resposta: Os numeros que podem ser representados por facbes e as dizimas

periddicas.

52) Qual é o cos 60°?

Resposta: %

53) Qual € o cubo de 100?

Resposta: 1000000

54) O que é matriz nula?

Resposta: Uma matriz que s6 possui zeros em seus elementos.
55) Em qual quadrante do ciclo trigonométrico esta o angulo de 1°?
Resposta: No primeiro quadrante.

56) Qual a formula do volume de um prisma?

Resposta: Base X altura.

57) O que faz a operacao de modulo?

Resposta: Conserva 0s sinais positivos e o zero e faz com que valores negativos

sejam positivos.

58) O que é espaco amostral?

Resposta: Todas as opcdes possiveis de ocorrer um evento.
59) Qual é o sen 0°?

Resposta: 0.

60) O que é matriz identidade?
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Resposta: Uma matriz com a diagonal principal tendo todos os seus elementos iguais
a um e os demais sendo iguais a zero.

61) Qual a medida do comprimento de uma circunferéncia?

Resposta: 2nr.

62) Quanto vale em radianos a medida de um arco de 0°?

Resposta: 0 radianos.

63) Qual a relacdo de sistemas e matrizes?

Resposta: Todo sistema pode ser representado por uma matriz, e vice-versa.
64) Quantos numeros tem entre dois e oito?

Resposta: Infinitos numeros.

65) Qual o volume de um cubo de lados medindo 5 cm?

Resposta: 125 cm3.

66) Qual € o0 cos 30°?

Resposta: ?

67) Qual o nome da parte de baixo de uma fracdo?

Resposta: Denominador.

68) Qual é a soma dos angulos internos de um losango?

Resposta: 360°.

69) Qual é a tan45°?

Resposta: 1.

70) Qual é a equacao reduzida da reta?

Resposta: y = ax + b.

71) Qual formato tende um poligono regular se o niumero de lados for cada vez maior?
Resposta: Um circulo.

72) Qual o volume da piramide que tem area da base medindo 1 cm e altura medindo
1cm?

Resposta: 1.

73) Qual é a tan 30°?

Resposta: ‘g—g

74) Qual a posicao de duas retas que se interceptam dividindo igualmente o plano?
Resposta: Perpendiculares.

75) Em qual quadrante do ciclo trigonométrico esta o angulo de 342°?
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Resposta: Quarto quadrante.

76) O que é uma equacao?

Resposta: Uma sentenca de igualdade com incognitas e termos independentes.
77) O que sao os numeros Irracionais?

Resposta: Numeros que ndo podem ser representados por fracdes ou dizimas
periodicas.

78) Qual é 0 cos 120°7?

Resposta: %

79) Com quantos pontos n&o colineares podemos definir um plano?

Resposta: Trés pontos ndo colineares.

80) Quando que um sistema de equacdes lineares possui solucdo Unica?
Resposta: Quando os graficos se cruzam em Unico ponto.

81) Qual a probabilidade de acertar no chute uma questéo de verdadeiro ou falso?
Resposta: 50%ou %

82) Qual o volume de um cilindro com base de raio medindo 1 cm e altura 1 cm?
Resposta: m cm3.

83) Qual é 0 sen 180°?

Resposta: 0.

84) Como é chamado um poligono com nove lados?

Resposta: Eneagono.

85) O que sao os numeros Naturais?

Resposta: NUmeros sem casas decimais e positivos.

86) O que é unido de conjuntos?

Resposta: Uma operacdo que seleciona todos os elementos que pertencem a pelo
menos um dos conjuntos envolvidos.

87) Usando os lados do triangulo retangulo, como definimos a razdo seno?

cateto oposto ao dngulo

Resposta: hipotesnusa

88) Quando que um sistema de equacgdes lineares ndo tem solugéo?
Resposta: Quando existe uma igualdade impossivel.

89) Quantos anagramas tem o nome “ANA”?

Resposta: Trés anagramas.

90) O que diferencia variavel e incégnita?
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Resposta: Incognita € um valor oculto fixo a ser procurado, incognita € uma medida
gue podemos alterar.

91) Qual é o0 sen 270°?

Resposta: —1.

92) Qual é o valor de 1!?

Resposta: 1.

93) O que sao 0s numeros primos?

Resposta: Numeros que séo divisiveis apenas por um e si mesmos dentro do conjunto
dos naturais.

94) O que é intersecao de conjuntos?

Resposta: Uma operacao que seleciona todos os elementos em comum dos conjuntos
envolvidos.

95) Qual é o sen 60°?

Resposta: g

96) Qual a medida do raio de uma circunferéncia se o diametro mede 0.18 m?
Resposta: 0.09 cm.

97) O que é uma poténcia?

Resposta: Uma operacao que realiza a multiplicacdo de um elemento por si em n
vezes.

98) O que é um evento impossivel?

Resposta: Um evento que ndao tem como ocorrer, de probabilidade 0.

99) Usando os lados do triangulo retangulo, como definimos a razéo tangente?

cateto oposto ao dngulo

Resposta: , ~ :
cateto adjacente ao dngulo

100) Qual a unido dos conjuntos dos Inteiros e Naturais?

Resposta: O conjunto dos numeros Inteiros.

Avaliacao: Faremos a avaliacao se baseando no empenho de cada participante com
suas estratégias, seja em momentos individuais ou coletivos. Também avaliaremos
cada grupo da gincana, seja no empenho em cada dinamica, como também na sua

classificagao final.

Referéncias:
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NOE, Marcos. Solucionando Quadrados Mégicos. Canal do Educador, 2022.
Disponivel em: https://educador.brasilescola.uol.com.br/estrategias-
ensino/solucionando-quadrados-magicos.htm. Acesso em: 03 maio 2023.

TODAO, Jefferson. Histérias e conceitos do Quadrado Méagico. Matematica é facil.
Disponivel em: https://www.matematicaefacil.com.br/2017/11/historias-conceitos-
quadrado-magico.html. Acesso em: 05 maio 2024.

13.2 Relatério
Relatorio — 11/05/2024

Iniciamos o décimo encontro as 8h10 realizando a chamada na sala A217 e
constatamos que 21 alunos estavam presentes. Na sequéncia, demos algumas
instrugcdes sobre como funcionaria a aula e direcionamos a turma para a quadra da
Unioeste. Um dos alunos perguntou se a aula seria apenas de dindmicas e nos
comunicou que nao estava se sentindo bem, pois estava gripado.

O encontro que marcou o encerramento do Promat foi planejado e realizado
em conjunto com o0s trés grupos de estagiarios. Dessa forma, organizamos sete
atividades diferentes para serem realizadas em um circuito.

Apo6s todos as turmas adentrarem ao local, dividimos os alunos em 7 equipes
nomeadas: unicérnio, yeti, sereia, esfinge, fada, dragéo e fénix. Cada uma das
equipes foi encaminhada a uma atividade diferente e dispunha de 12 minutos para
realiza-la. Ao final do tempo, as equipes trocavam de atividade até que tivessem
participado de todas as dinamicas.

As atividades foram organizadas para que os alunos interagissem entre si e
pudessem trabalhar a mateméatica de uma forma diferente, eram elas: mirando, maleta
do milh&o, ordem das garrafas, chance ao gol, problema das cinco casas, stop do
determinante e quadrados magicos. Nosso grupo de estagiarias ficou responsavel
pelas trés ultimas atividades citadas. Antes da primeira rodada, o aluno que nao
estava se sentindo bem pediu para que ligassemos para sua mae para busca-lo. Logo
depois, ele foi embora.

Durante as rodadas foi possivel perceber que os alunos tiveram muito
envolvimento nas atividades, mas as equipes eram muito diferentes. No stop do
determinante, por exemplo, algumas equipes (duas especificamente) tiveram mais

facilidade nos célculos e conseguiram resolver todas as dez cartelas nos 12 minutos.
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Entretanto, outros grupos néo lembravam dos métodos de resolucdo e acertaram
apenas uma ou duas cartelas no mesmo tempo.

No problema das cinco casas isso também foi reforcado, havia grupos
acertavam poucas posi¢des e outros mais, porém nao de forma tao discrepante. Além
disso, apenas um grupo conseguiu organizar todas as informacdes e responder a
pergunta solicitada. Ja na atividade dos quadrados magicos, 0S grupos tiveram um
comportamento parecido entre si, apenas divergindo no tempo de resolucao.
Explicando melhor, todos os grupos conseguiram solucionar o quadrado magico de 9
algarismos e nenhum deles conseguiu solucionar o quadrado magico com 16
algarismos, que possuia dificuldade elevada.

Apesar das singularidades, foi possivel observar claramente os alunos unindo
suas aptiddes e se ajudando a fim de conquistar a melhor pontuagéo. Outro ponto que
merece destaque € que as vezes uma equipe ndo ia muito bem em determinada
atividade, mas vencia com facilidade outra. Dai, a importancia de trabalhar varios tipos
de habilidades mateméticas no circuito.

ApOs a realizacdo das sete atividades planejadas, cada equipe recebeu uma
pontuacdo conforme seu desempenho no circuito. A equipe dragdo obteve a maior
pontuacao e venceu a competicao.

Posteriormente, todos se dirigiram até o Laboratério de Ensino da Matemética
(LEM) e participaram de uma confraternizagdo pelo encerramento das aulas do
Promat. Nesse momento, servimos um lanche especial e houve uma socializagéao
entre alunos, estagiarios e orientadores.

Observando o andamento da gincana, percebemos que os alunos se
mostraram muito participativos e dispostos a realizar cada uma das dinamicas
propostas. A maior parte dos alunos estava empenhada em responder corretamente
as perguntas, pontuar e vencer os adversarios. Os alunos também se divertiram muito
entre si e jogaram volei ao fim do circuito. O mais interessante de tudo, no entanto, foi
perceber a unido e trabalho em grupo das equipes, de forma que todos puderam

contribuir e ndo deixaram de participar, apesar das dificuldades.



186

14. Consideragoées finais

O Estagio Supervisionado |l proporcionou experiéncias Unicas e
enriquecedoras, especialmente através do Promat, onde tivemos a oportunidade de
aplicar nossos conhecimentos e colaborar com a comunidade externa por meio deste
projeto.

Este foi um periodo desafiador que nos levou a experimentar novas
metodologias de ensino, crucial para a ampliagcdo de nossos conhecimentos. Isso nos
permitiu enfrentar desafios e proporcionar aos alunos diversas oportunidades de
aprendizagem.

No Promat, conseguimos relacionar teoria e pratica com mais confianga, gracas
a orientacdo de professores experientes que nos acompanharam em todos os
encontros. Durante este periodo, conseguimos ndo apenas aplicar conceitos tedricos
aprendidos ao longo do curso, mas também desenvolver habilidades praticas
indispensaveis para a docéncia em matematica.

Por fim, reconhecemos que o Estagio Supervisionado Il foi uma etapa
fundamental para nossa formacgao. As experiéncias acumuladas e as habilidades
desenvolvidas ao longo deste periodo serdo fundamentais para nossa futura atuagéo
profissional, garantindo que sejamos professores mais preparados e comprometidos

com a qualidade da educacao.
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